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INTRODUCTION ET NOTATIONS

Ce mémoire a pour sujet ’étude de l'article de Denis Potapov et Fedor Sukochev, "Operator-
Lipschitz functions in Schatten-von Neumann classes". Le résultat principal de cet article est le
suivant : pour tout 1 < p < oo, il existe une constante ¢, > 0 telle que pour toute fonction
f : R — C 1-lipschitzienne et pour tous a,b € S,(H) autoadjoints,

1f(a) = FO)lp < cplla = b|p,

ou (Sp(H), ||.|lp) désigne la classe de Schatten d’indice p associée & un espace de Hilbert H.

Dans une premiére partie, on étudie les classes de Schatten S,(H), qui forment des sous-ensemble
de I'ensemble des opérateurs compacts sur un espace de Hilbert. Un opérateur T est dans S,(H)
si la suite de ses valeurs singuliéres est un élément de l,. A ce titre, les espaces S,(H) constituent
I'analogue non commutatif des espaces /,. On verra notamment que ce sont des espaces de Banach
et que le dual de S,(H) n’est autre que Sy(H ), ou g est 'exposant conjugué de p. Une grande partie
des résultats de [12] sont démontrés dans le cadre des espaces L,(M) non commutatifs, associés a
une algébre de Von Neumann M. Les espaces S,(H) sont le cas particulier ot M = B(H).

Dans une seconde partie, on donne le lien entre x—homomorphismes et mesures spectrales. On
verra qu’a tout compact X et a toute x—représentation m : C(X) — B(H) on peut associer une
mesure spectrale F, dans le sens ou

w(n) = [ rap. recw).

On en déduira que pour tout a € B(H) normal, il existe une unique mesure spectrale £ qui vérifie :

vfeClo(a), fla) = ( )f dE*®.

Pour démontrer le résultat principal de I'article, 'idée est alors de construire une mesure spectrale
E associée non plus & un opérateur mais a deux opérateurs a,b € B(H) normaux, et qui vérifie,
sous certaines hypothéses sur a,b et f,

£(b) — fla) = / oy 4P 1)
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ou ¢y est la fonction des différences divisées de f. Cette mesure spectrale est appelée mesure spec-
trale jointe. Sa construction est faite dans la derniére section du second chapitre.

Dans une troisiéme partie, on étudie les espaces dits UMD. On donne une définition de cette
propriété en termes de convergence inconditionnelle des différences de martingales. On verra qu’une
condition nécessaire et suffisante pour qu'un espace X soit UMD est que la projection de Hilbert
soit bornée sur LP(T, X). Cela permet notamment de démontrer que les espaces S,(H),1 < p < oo,
sont UMD. Si X est un espace UMD, on verra que les théorémes de Littlewood-Paley et de Mar-
cinkiewicz sont valables sur LP(T, X). Cela permettra notamment de construire dans une derniére
section des multiplicateurs de Schur sur S,(H).

Enfin, la derniére partie est consacrée a la démonstration du théoréme cité en début d’introduc-
tion. Il s’agit, au vu de la formule (1), de démontrer que pour 1 < p < oo et f : R — C lipschitzienne,
m(¢y) définit un opérateur borné de S,(H) dans lui-méme, ot 7 désigne I’*—homomorphisme as-
socié & une mesure spectrale jointe. L’idée est de commencer par démontrer le résultat lorsque les
mesures spectrales sont discrétes, puis d’approcher 7(¢s) par une suite d’opérateurs associée a des
approximations discrétes de la mesure spectrale jointe. Pour finir, on donnera un contre-exemple au
théoréme lorsque p = 1.

Notations :

- Si h, k sont deux éléments d'un espace de Hilbert H, on note h ® k 'élément de B(H) défini par
(h @ k)(u) = (u,h)k, u € H.
Alors h®k est de rang 1 et tout élément de B(H) de rang fini est combinaison linéaire d’opérateurs

de cette forme.

- Si X est un espace topologique, on note B (X) I'espace des fonctions boréliennes bornées sur X,
a valeurs complexes.

-Si (H,(,)m) et (K, (,)x) sont deux espaces de Hilbert, on définit sur H ® K un produit scalaire
(,) en posant

O hi@ki, > W@ k) =Y (hi, ) (ki k)
i J ,J
Le complété de H ® K pour ce produit scalaire est un espace de Hilbert, appelé produit tensoriel
2
hilbertien de H et K. On le note H ® K.

- Pour A, B € B(H), on note [A, B] le commutateur de A et B, défini par
[A, B] = AB — BA.

- Si f: R — C est lipschitzienne, on note

1= 109

fllvip, = sup
H H 1Py A A_M



CHAPITRE 1

CLASSES DE SCHATTEN Sp

1.1 Définition

Soit H un espace de Hilbert et soit 7' € B(H ) compact. Sur o(T*T') qui est compact, la fonction
t + \/t est limite uniforme d’une suite de polynomes (P,),>1 tels que P,(0) = 0. Puisque P, (T*T)
est compact pour tout n > 1 et que 'ensemble des opérateurs compacts est fermé pour la topologie
uniforme, on en déduit que |T'| = VT*T est compact. On note (A, (7))n>1 la suite décroissante des
valeurs propres de |T'|, comptées avec multiplicité. Par le théoréme de diagonalisation des opérateurs
compacts autoadjoints, il existe une base hilbertienne (v,), de Im(7T) telle que

+o00
71 = 3" (T (v
n=1

Par le théoréme de décomposition polaire, il existe une isométrie partielle U telle que T' = U|T'|. En
posant u, = U(vy,), on obtient une famille orthonormée (uy)n>1 telle que

+o00 +oo
T =3 MllTDConhun = D (I TT0 @ .
n=1 n=1

Cette écriture est appelée décomposition de Schmidt de T'. On pose, pour n > 1, s,(T) = A, (|T)).
Les s, (T) sont appelés valeurs singuliéres de T'.
+o0
Définition 1.1.1. Pour 0 < p < 400 on définit S,(H) = {T € B(H) compact : an(T)p < -{-oo}
n=1

qu’on appelle classe de Schatten d’indice p.

+o0 1/p
Pour T € S,(H) on pose |||, = (Z sn(T)p) .

n=1

Lemme 1.1.1. Soit T € B(H) un opérateur compact positif et 0 < p < 4+00. Alors
TeSy(H)= TP e Si(H).

Dans ce cas, |T|5 = ||T7|:.



Démonstration. Soit T = 3" X\,(T){.,vs)vy la décomposition de Schmidt de T. Si f € C(a(T)),
on montre par le calcul fonctionnel continu que

+oo
FT) =" FO(T){, vn)vn.
n=1

En particulier, puisque ¢ — tP est croissante sur Ry, TP = Z:{i’i An(T)P(., vy) vy, est la décomposition
de Schmidt de TP. Ainsi, [|TP||; = 32725 Ao (T)? = ||T||h, d’ott le résultat. O

n=1
Proposition 1.1.1. Soit T' € B(H) compact et 0 < p < +o0. Alors
T € Sy(H) & |TIP = (T*T)"/? € S1(H) & T*T € S, o(H).
De plus, ||T|[p = [|T[llp = 1Ty = 17T /-

Démonstration. Par définition, T et |T'| ont les mémes valeurs singuliéres. On conclut alors par le
lemme précédent. O

On va maintenant faire le lien entre les nombres d’approximations d’'un opérateur et ses valeurs
singuliéres, ce qui permettra d’obtenir certaines propriétés de ces derniéres.

Définition 1.1.2. Soit un opérateur T : X — Y. On définit ses nombres d’approximations
an(T)=inf{||T —T,|| : T, : X = Y,rg(T,,) <n},n>1.

Proposition 1.1.2. Soient S,T € B(H). Pour tous n,m > 1,

(1) @nim-1(S +T) < an(S) + am(T) ;
(2) an-i—m—l(ST) < an(S)am(T)‘

Démonstration. (1) Soient Sy, T, : H — K deux opérateurs tels que rg(S,) < n et rg(T),) < m.
Puisque rg(Sy, + T)n) <n+m—1ona:

Wnpm—1(S+T) < |(S+T) = (Sn+ Tl < 1|5 = Sull + | T — Ton-
En passant & la borne inférieure sur les S,, et T, on obtient le résultat.

(2) Soient S,, et T, vérifiant les mémes hypothéses que pour le point (1). On a :
ST = (SpT' + ST — SpT)|l = (S = Su)(T = Tw)|| < (IS = Sull|IT = Tona-
Or, rg(S,T + STy, — SpTm) < rg(Sp(T — Thn)) +1g(ST) < n+m — 1, donc
Untm—1(ST) < Sinjﬁ 1S = Sull|T = Tl = on(S)oum (T).
Théoréme 1.1.1. Soit T € B(H) compact. Alors pour tout n > 1,

sn(T) = an(T).



Démonstration. Soit T = ) sn(T)(.,vn>un la décomposition de Schmidt de 7". On définit, pour

k—
k € N* Topérateur U, : H — K, h +— Z Sn(T)(h, vy )up. Uy étant de rang strictement inférieur

n=1
Akona:

ap(T) < ||T — Uy = = A

> sn(T)(., vn)un
n=k

Pour h = v on a [|3°07 . sp(T)(h, vp)un|| = ||sk(T)uk|| = sk(T), donc A > s,(T'). D’autre part,
puisque sx(T") > s,(T) pour n > k on a, pour tout h € H,

> 5u(T) (h, vy )u Z | (R 0n)[* < si(T Z| (B, on) > < si(T)?|]1%.
n=~k

On en déduit que A < si(T') et donc que A = si(T). Ainsi, ax(T) < si(T).
Réciproquement, soit T : H — K de rang strictement inférieur a k. Il existe alors x € H de la
k

forme x = Zﬁjvj tel que ||z||=1et Tz =0. On a :

j=1
k
(T = T)ell? = [ T2|? = ) s;(T)%18;* > si(T Z 1BiI* = sk(T)? ||
j=1
Ainsi, |T — Tx|| > si(T"), donc ax(T) > si(T). O

Corollaire 1.1.1. Soient S, T € B(H) avec T compact. Alors pour tout n > 1,

(1) sn(T) = s(T7);
(2) sn(ST) < [|S||sn(T), sn(T'S) < [|S]|sn(T).

En particulier, si T € S,(H) alors T*, ST, TS € Sy,(H) et on a alors

1Ty = [IT*{lp, 15T [lp < [ISINT[lp et TSy < [[TlplIS]]-
Démonstration. (1) Par la proposition précédente, il suffit de prouver que «,(T) = a,(T*). Soit
T, € B(H) tel que rg(T},) < n. Alors rg(T%) < n donc «a,(T*) < ||[T* = T;|| = [T — T5||. En

passant a la borne inférieure sur les T, on obtient a,(T*) < a,(T). On obtient 'autre inégalité en
remplagant 7' par T*. D’ou le point (1).

(2) Soit T;, € B(H) tel que rg(T3,) < n. Alors rg(ST;,) < n donc
sn(ST) < [[ST = SToll < ST = Tou]l-

On en déduit que s,(ST) = an(ST) < ||Bllan(T) = ||B||sn(T"). On obtient de méme la seconde
inégalité. O

Corollaire 1.1.2. Soient S, T € B(H) compacts. Pour tout n > 1,

[5n(S) = sn(T)| < IS =T



Démonstration. On a

sn(S)= inf |S—A|= inf |[T—A+S—T|< inf |[T—A|+|S=T|=su(T)+|S—T],
rg(A)<n rg(A)<n rg(A)<n

et de méme, s, (1) < s,(S) + ||S — T'||. D’ou le résultat. O

1.2 Propriétés

Dans cette section, on établit certaines inégalités sur les valeurs singuliéres d’un opérateur com-
pact. Comme dans la démonstration des inégalités de Holder, on va montrer par des arguments de
convexité que ||.||, définit une norme sur S,(H) et que cet espace est complet.

Théoréme 1.2.1. Soit T' € B(H) compact. Alors pour tout n > 1,

[T @) < IT se(@)-
k=1 k=1

Démonstration. Soit n € N*. Si A\, (T') = 0 linégalité est vérifiée et on peut donc supposer que
M (T) # 0. T étant compact, il existe une famille orthonormée (fy,)m>1 et une suite (yx;)i<k de
nombres complexes telles que

m—1
¥m > LT fo = Ao (D) fm + D At fi.
=1

En posant H,, = Vect(fn,1 < m < n), on obtient un sous-espace vectoriel de dimension n, stable
par T', et tel que T, := T}y, a pour valeurs propres Ai(T),..., Ay(T). On alors

n

=TI (o).

k=1

|det T, | =

H Ak(Tn)
k=1

Par la décomposition polaire, il existe U : H,, — H,, unitaire tel que T,, = U|T,|. De plus, pour
1<k<mnonaay(T,) <ap(T), et par le théoréme (1.1.1), ax(T},) = \p(|T|). Ainsi,

kHI IA(T)| = | det T, | = det U det |T},| = kH1 (1T < kHlak(T) = k]'[lsk(:r).
= =1 = = =

O

Lemme 1.2.1. Soient (ax)d_,, (bx)N_, deux suites décroissantes de réels positifs telles que pour tout
n=1,...,N, > jar <> p_;bg. Soit p: R — R une fonction conveze et telle que p(x) < o(|z|).
Alors :

N N

> plar) < o(br).
= k=1

k=1
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Démonstration. Définissons V' = Conv {(ekbg(k)){c\;l : €, = £1,0 permutation de {1,...,N}}.
V est un sous-ensemble convexe de RY. Montrons que (ak)iy:l eV.
Si (ag)Y_, ¢ V, alors par Hahn-Banach il existe une forme linéaire ¢ : RY — R telle que

o <1 et ¢ ((an)iey) > 1.

V' étant invariant par changements de coordonnées et de signe, et puisque (ak)ivzl C Ry est dé-

croissante, on peut supposer que ¢ ((xj)évﬂ) = Zj:1 cjxj avec c1 > ¢ > ... > cn > 0. Ainsi,

N N N-1 j
1<¢ ((ak)i\;l) = Z CLap = CN Zak + Z (Cj — Cj_l) Zak
k=1 k=1 j=1 k=1
N N-1
ScNZak—i— (cj—cj_l)Zbk car ¢; —cj—1 > 0et cy >0
k=1 j=1 k=1
N
= chbk <1

. N
On a une contradiction donc (ax)Y_, € V. Ainsi, (ax)d_, = D1ty <€]7(;b0'j(k))k out;y > 0 et
=1
> j=1tj = 1. On obtient alors

N N s N s
Zcp(ak) = Z ® theibgj(k) < Z Zt]’(p (eibaj(k)) par convexité de ¢
k=1 k=1 \j=1 k=1 j=1
s N
<36 ¢ (bow)  car ¢la) < 2]
=1 k=1
JN
= w(b).

i
I

Théoréme 1.2.2. Pour tout T € B(H) compact et tout 0 < p < oo on a :

N 1/p N 1/p
VN > 1, <Z|/\N(T)]p> < (Z sn(T)p> .

n=1 n=1
Bn particulier, |(An(T))ullp < Tl

Démonstration. Soit N > 1. Il est clair que 'on peut supposer Ay (T') # 0. Supposons de plus que
IANT| > 1 et sy(T) > 1. Posons, pour 1 < n < N, a, = pln|\,(T)| et b, = plns,(T). Alors
(an)N_; et (by)N_, sont deux suites décroissantes de réels positifs, et par le théoréme (1.2.1), on a
pour 1 <n <N,

n n n N
Zak =pln (H |)\k(T)]> <pln (H sk(T)> = Zbk.
k=1

k=1 k=1

11



En appliquant le lemme précédent avec ¢(t) = exp(t) on obtient alors :

N N N N
ST@P =) e <Y et => s, (T)P
n=1 n=1 n=1 n=1

Si0 < AN(T) <1, il existe a € C tel que |aAn(T)| = |AaT)| > 1et sy(aT) = |a|sy(T) > 1. On
applique ce qui précéde en remplacant T' par o1, et on obtient le résultat souhaité.
O

Proposition 1.2.1. Soient S,T € B(H) compacts. Pour toutn > 1 et1 <p<oo on a :

n 1/p n 1/p n 1/p
(Z sk(S—i—T)p) < (Z sk(S)p> + (Z sk(T)p> :

k=1 k=1 k=1

Démonstration. Soit S+T =3 12, si(S+T)(., vk)uy la décomposition de Schmidt de S+T. Soit U
I'isométrie partielle définie par U(vg) = ug et P la projection orthogonale sur Vect(vg, 1 < k < n).
On a:

D sk(S+T)=> (U(S+ T)vg, vg) Z (U*(S + T)Puy, Puy)
k=1 k=1

??‘

t( (S+T)P) car P* =P
tr(PU*SP) + tr(PU*TP).

Or, en dimension finie, la trace est égale a la somme des valeurs propres. Par le théoréme précédent,
on obtient alors :

n n n

D sk(S+T) < Z (PU*SP) HZ IAL(PU*TP)| < Zsk PU*SP) + Y s,(PU*TP)
k=1 =1 k=1

s |

= Z ax(PU*SP) + Y oy (PU*TP)
k=1 k

<> a(S) + ) (1)

k=1 k=1

Il
—_

Ceci donne le résultat pour p = 1.

En appliquant maintenant le lemme (1.2.1) avec ay = si(S + 1), b, = sk(5) + sx(T) et @(t) = tP

12



on trouve :

n 1/p n 1/p n 1/p
<Z Sk(5+T)p> = (Z‘P(Sk(5+T))> < ( <P(Sk(5)+5k(T))>

k=1 k=1 k=1
n 1/p
= ( (sk(S) + Sk:(T))p)
k=1
n 1/p n 1/p
< ($war)”+ (3)
k=1 k=1
par l'inégalité de Holder. O

Théoréme 1.2.3. Pour tout 1 < p < oo, (Sp(H), ||.|lp) est un espace de Banach.

Démonstration. La proposition précédente montre que S,(H) est un sous-espace vectoriel de B(H)
et que ||.||, vérifie 'inégalité triangulaire. Puisque ||.||, vérifie les deux autres axiomes d’une norme,
c’est une norme sur S,(H).

Montrons que (Sp(H), ||.||p) est complet. Soit (73,),>1 une suite de Cauchy dans S,(H). Puisque
I|l.Il < ||l et que 'ensemble des opérateurs compacts est fermé pour la topologie uniforme, il existe
T € B(H) compact tel que ||T — T, || — 0 lorsque n — +o0o. Par le corollaire (1.1.2) on a, pour tout
k,n>1,

|sk(T — Ty) — sp(Ton — T0)| < ||IT = Thna | = 0

—+o00

Ainsi,

m—-+00 h—1

N 1/p —+o0 1/]7
Z lsi(T —T5,)|P < limsup Z |sk (T — T0)|P = limsup (T, — Th |-
b1 m——+00

En faisant tendre N vers l'infini, on obtient alors

T — Tollp <limsup ||T5, — Thl|p-
m—+00

En particulier, T'— T, € Sp(H) donc T'= (T — T;,) + T,, € Sp(H). De plus,
lim |7 —T,|l, < _ lim | T — Thllp, = 0.

n—-+oo n—-+00

O

Exemple : Les éléments de Se(H) sont appelés opérateurs de Hilbert-Schmidt. Si T' € B(H) est
compact et si (h;);cr est une base hilbertienne de H, on montre que

[e%S)
S IThil> =) su(T)?,
n=1

i€l
de sorte que T' € Sy(H) si et seulement si Y, [|Th;||? < +oc. Dans ce cas || T2 = I(Tha)ierlli2 -

On vérifie de plus que Sa(H) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire (,)pg donné pour
S,T € So(H) par

<Sv T)HS = Z<S€Z’, T€z>

el

13



Proposition 1.2.2. L’ensemble des opérateurs de rang fini est dense dans (Sp(H),||.||p)-

Démonstration. Soit T € Sp(H) et T =Y, sn(T)(., vn)uy sa décomposition de Schmidt. On définit,
k-1
comme dans la démonstration du théoréme (1.1.1) lopérateur U = an(T)(.,vn>un. Alors Uy,

n=1
[e.e]
est de rang fini et on a ||T' — Ug[|) = Z sn(T)P. Cette quantité tend vers 0, d’otu le résultat. O
n=~k

1.3 Dual de S,(H)

Soit T € S1(H) et (e;)jc; une base hilbertienne de Im(7") formée de vecteurs propres de 7. On
compléte cette famille (e;); en une base hilbertienne (ej);cs de H. Le théoréme (1.2.2) montre alors
que la famille ((T'e;, €;)) e est sommable et que >, [(T'e;, e;)| < [|T]|1. De plus, si (f;)jes est une
autre base hilbertienne de H, alors

D (Tejej) =Y (Tf ).
el jeJ

Cette somme commune est appelée trace de T, et notée tr(T"). C’est cette forme linéaire qui va nous
permettre de décrire le dual de S,(T"). Lorsque p = 400, on notera So(H) = B(H).

Proposition 1.3.1. Soit 1 < p < 400 et g son exposant conjugué. Si T € Sy,(H) et S € Sy(H)
alors :

(1) TS,ST € S1(H);

(2) [tr(TS)| < T, l1S

(3) tr(T'S) = tr(ST).

Démonstration. (1) Lorsque p = 1 le résultat provient du corollaire (1.1.1). Si p > 1 on a, d’aprés
la proposition (1.1.2), pour tout n > 1,

Aon (T'S) < M (T)An41(S) et Aop—1(T'S) < M\ (THA(S).
Ainsi,

ITS||; = Z Aan(TS) + > Aon1(TS) < Z At1(S) + ) A(T)Aa(S) < 2| TplIS]lg < +o00

n=1 n=1 n=1

par Holder. Ainsi T'S € S1(H) et on montre de méme que ST € S1(H).
(2) Lorsque p =1 on a, toujours par le corollaire (1.1.1),
tr(TS)] < TS| < (1Tl [1S]]-
Supposons maintenant que p > 1. Par approximation, on peut supposer S et 1" de rang fini. Soit

K C H un sous-espace vectoriel de H contenant les images de S, S*,T et T™*. On suppose que K
est de dimension d. Alors K est stable par les 4 opérateurs précédents, et puisque pour tout h € H,

14



(SK+ h) = (K+,8*h) =0, on a SK* = 0. De la méme maniére on a S*K+ = TK+ = T*K+ = 0.
On en déduit que

5n(S) = sn(S|k) pour 1 <n < d,s,(S) =0 pour n > d,

avec les mémes égalités pour T'. Ainsi, quitte a remplacer H par K, on peut supposer H de dimension
finie. Dans ce cas, il suffit par densité de démontrer le point (3) pour des opérateurs S et T  inversibles.
Par le théoréme de décomposition polaire, il existe Uy, Us deux matrices unitaires et A1, As deux
matrices hermitiennes définies positives telles que S = A1Uq et T = AsUs. Par le théoréme spectral,
il existe Vi, V4 unitaires et D, Do deux matrices diagonales & coefficients positifs ayant les mémes
valeurs propres que A; et Ay et telles que A1 = ViD1 V)" et Ay = VoDV, En posant U = V*U; Vs
et V = V5;UsV; qui sont unitaires, le point (3) s’écrit alors, d’aprés le point (2),

tr(D1U D3 V)| = [tr(ViD1U DoV Us)| < || D1l D2lq-

En effectuant les produits matriciels, I'inégalité précédente s’écrit encore

1/q

d d 1/17 d
Z wi jv5,i(d1)i(d2) ;| < (Z(dl)f> Z(d2)?

ij=1 i=1 j=1

Les matrices U et V étant unitaires, on a

d d
Z |uijvji\ <1 et Z |uijvji| <1
j=1 i=1

On obtient alors I'inégalité grace au théoréme de convexité de Riesz.

(3) Supposons dans un premier temps que 7' est de rang fini et montrons le résultat lorsque S €
B(H). Dans ce cas T'S et ST sont de rang fini donc les traces de ces éléments sont bien définies.
L’application tr étant linéaire et tout élément de B(H) étant combinaison linéaire de 4 unitaires,
on peut supposer que S est unitaire. Soit (e;);e; une base hilbertienne de H. Alors (Se;);cr est une
base hilbertienne de H donc on a :

tr(TS) = (TSei,ei) =Y (TSe;, 5*Sei) = > ((ST)Ses, Ses) = tr(ST).
i€l i€l i€l

Supposons maintenant T' € S,(H) est quelconque et que S € S;(H). Soit € > 0. Il existe alors T}

de rang fini tel que ||T'— T4 ||, < €. On a tr(171S) = tr(ST1) donc

[tr(T'S) — tr(ST)| < [tr(TS) — tr(ThS)| + |tr(T1.S) — tr(ST)| = [tr(T — T1)S)| + |tr(S(Th — T))|
< (T =T)Sh + [1S(T = T)lh
<1 = TallpllSllg + 1S1gl T = Tl
< 2¢[|5]lq-

Ceci prouve le troisiéme point.
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Proposition 1.3.2. (1) Soit 1 < p < +0o0 et g son exposant conjugué. Soit T € B(H) compact.
Alors
T € Sp(H) < sup{|tr(ST)| : ||S|lq =1} < +o0.

Dans ce cas, |T||, = sup {|tr(ST)| : [|S|lq = 1}
(2) SiT € B(H) on a
IT|| = sup {[tr(ST)| - [[S]l = 1} .

Démonstration. (1) - Notons C' = sup {|tr(ST)| : ||S|l =1}. Si T € S,(H), la proposition précé-
dente donne l'inégalité C' < ||T||, < +oo.

- Pour la réciproque, supposons dans un premier temps 1 < p < +00. Soit T = > 5, (T){., vy )un,
la décomposition de Schmidt de T'. On définit

N -1/a N
Sy = (Z sn(T)p> Zs T/ v ).
n=1

-1/ 1/
Alors ||Snllq = (ZN_ sn(T)p> ! (ij:l sn(T)p> "~ 1leton a, pour tout h € H,

n=1

N /a N -1/q N

SNTh = (Z sn(T)p> Zs T)P/9(Th, v, (Z sn(T ) Zs TP (B gy,
n=1

—1/q

= (Z sn(T)p> an P(hy tup )t

n=1

-1

car L +1 = p. Ainsi, puisque tr((., up)uyn) = 1,
q

-1/q N N 1/p
r(SnT) = <Z sn (T ) Z sp(T)P = <Z sn(T)p> ,
n=1 n=1
ce qui donne la seconde implication et 1’égalité souhaitée.
- Pour p =1, on considére Sy = Eg_l( Un)Un. On a ||Sy|| =1 et pour tout h € H,
SNTh = Z (Th,vn)u, = an )(hy vn)u
Ainsi, tr(SnT) = 25:1 sp(T'), ce qui donne le résultat..
(2) Soient h,k € H tels que ||h|| = ||k|| = 1. Alors |[h® k|l; = 1 et [tr((h ® k)T)| = |(Tk, h)|. En

prenant la borne supérieure sur les h, k, on obtient alors I’égalité souhaitée. O

Théoréme 1.3.1. Soit 1 < p < 400 et g son exposant conjugué. Pour S € Sy (H), on note
ps: T € Sy(H) — tr(TS). Alors lapplication

Sq(H) — Sp(H)*
S — Vs

est une isométrie linéaire surjective.
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Démonstration. Par la proposition précédente, il suffit de montrer que si { € S,(H)*, il existe
S € Sy(H) tel que & = @g et ||S|l; = ||£]|. Posons, pour h,k € H,L(h,k) = {(h ® k). L est linéaire
en h, antilinéaire en k, et

|L(h, k)] < (SN @ Ell, < (€A1

Soit h € H fixé. Alors k € H +— L(h,k) est, d’aprés l'inégalité précédente, une forme linéaire
continue. Par le théoréme de représentation de Riesz, il existe un unique ap € H tel que pour tout
k € H,L(h,k) = (k,ap). Posons S(h) = ap,. Grace a 'unicité de I’élément aj, on montre que S est
linéaire. De plus, pour h € H tel que ||h|| < 1ona:

[1S(h)|| = sup [(S(h), k)| = sup [L(h, k)| < [[E][lIA]],
l[kll<1 lIklI<1

ce qui prouve que S est borné. Ainsi, S € B(H).

Montrons enfin que S € Sy(H), que £ = pg et que |[S]|q = [|§]|. Pour tout h,k € H, on a ¢hek) =
L(h,k) = (S(h),k) =tr((h® k)S). On en déduit que £(T) = tr(T'S) pour tout T de rang fini. Les

opérateurs de rang fini étant denses dans S,(H) on a :

[Sllg = sup [tr(T'S)| = sup [£(T)] =[],
I1Tp<1 1T]|p<1
rg(T)<oo rg(T)<oo

ce qui achéve la démonstration. O

17



18



CHAPITRE 2

MESURES SPECTRALES

2.1 Mesures spectrales et x—homomorphismes

Définition 2.1.1. Soit X un ensemble, Q C P(X) une tribu et H un espace de Hilbert. Une mesure
spectrale pour (X,Q, H) est une application E : Q — B(H) telle que :

(a) pour tout A € Q, E(A) est une projection orthogonale ;

(¢) E(A1 N Ag) = E(A1)E(Ag) pour tous Ay, Ag € Q;
(d) Si (Ap)n est une suite d’éléments deux a deux disjoints de 2, alors

oo oo
E (U An) => E(A),
n=1 n=1
ot la série du membre de droite converge pour la topologie forte des opérateurs.

Exemples : 1. Soit X un compact, 2 la tribu des boréliens de X, z une mesure sur Q et H = L?(u).
Pour A € Q, on définit

E(A): H — H.
[ — fla

Alors E est une mesure spectrale.
2. Soit X un ensemble, Q@ = P(X) et H un espace de Hilbert séparable. Soit (e,), une base

hilbertienne de H et (zy), C X. Pour A C X, on définit F(A) comme la projection orthogonale
d’image |J,, {en : n € A}. Alors E est une mesure spectrale.

Lemme 2.1.1. Soit E une mesure spectrale pour (X,Q, H) et z,y € H. Alors
Eqpy(A) = (E(A)z,y)

définit une mesure compleze sur (2, de variation totale inférieure a ||x||||y]|.
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Démonstration. - Soit A € Q et (Ay), une partition de A en éléments de 2. Par la propriété (d)
de la définition (2.1.1) et la continuité du produit scalaire on a :

400 +00 +oo +oo
Eyy(A) = (E (U An> zy) = O B(An)z,y) =Y (BE(An)z,y) =D Fuy(A
n=1 n=1 n=1

n=1

ce qui prouve que E; , est une mesure complexe sur €.

- Soit maintenant (X,),>1 une partition de X en éléments de 2. Soit, pour tout n > 1, o, € C tel
que |an| =1 et ap By y(Xy) = |Ezy(Xn)|. On a

400 400
3 a0 = Y B )51 = (3 B
n=1 n=1

La famille (E(X,,)a,z,n € N*) étant orthogonale, on a par le théoréme de Parseval :
+oo

- Yot = o (U )
n=1

Ainsi, Z|E e (X)) < llz|lllyll, Qo le résultat. O

n)an|| ||yl

2

n)0n = [|1E(X)z]? = [|=]*.

Soit X un ensemble, € une tribu sur X, ¢ : X — C une fonction mesurable et bornée et € > 0 fixé.

(n+1)e me (m—l—l)e}
Posons, pour n,m € Z, Cppy = 32 € C: —<R ———, —=<Im(z) < ————>%. On
P o { g St s g g sl < g
définit alors Ay, = ¢ H(Chm). Les A, sont dans ©, sont deux a deux disjoints et puisque ¢ est
bornée, X s’écrit comme une réunion finie de ces ensembles. De plus, on a

sup {|¢(z) — ¢(')| sz, 2" € Ap} <. (2.1)

Si(Aq,...,A,) est une partition de X en éléments de € telle que ¢ vérifie la propriété (2.1) sur les
A;, on dira que (Ag,...,Ay) est une e—partition de ¢.

Proposition 2.1.1. Soit E une mesure spectrale pour (X,Q,H) et ¢ : X — C une fonction
mesurable et bornée. Alors il existe un unique A € B(H) tel que pour tout € > 0, toute e—partition
(Ay,...,Ay) de ¢ et tous x, € Ap, 1 <k <n,

A= p(xp) B(A
k=1

L opérateur A obtenu est appelé intégrale de ¢ par rapport & E et est noté/ ¢ dE.
X
On a de plus, pour tous x,y € H,

<</X¢> dE)x,y>=/X¢> dE, .
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Démonstration. Posons, pour z,y € H, B(z,y) = | < ¢ dE; . Alors B est une forme sesquilinéaire
et par le lemme précédent on a, pour tous x,y € H,

[B(z,y)| < l¢llollzll]l-

On montre alors, comme dans la démonstration du théoréme (1.3.1), qu’il existe un unique A € B(H)
tel que pour tous z,y € H, B(x,y) = (Az,y).

Soit € > 0, (A, ..., Ay) une e—partition de ¢ et, pour tous 1 < k < n, x € Ag. Alors pour tous
z,y € H,

3

'<<A -y ¢($k)E(Ak)> z,y) = ‘/ ¢ dEry — Y d(zp)(E(Ag)z,y)
k=1 X k=1

> /A (6= 6(w)) dEy,

< / A, |
X

< ellz[llyl

d’aprés le lemme précédent. D’otu le résultat. O

Proposition 2.1.2. Soit E une mesure spectrale pour (X,Q, H). Soit Boo(X) ’ensemble des fonc-
tions définies sur X, a valeurs complexes, boréliennes et bornées. On définit

p: Bu(X) —s B(H).
— [y ¢ dE

Alors p est une x—représentation unitale.

Démonstration. Soit ¢1,¢p2 € Boo(X) et X € C.
- Montrons que p est linéaire. Pour tout x,y € H on a :

(p(d1 + Aba),y) = /X (61 + Ad) dE,, = /X b1 dE,y + A /X br dEuy = (p(61)5, ) + Mp(62)2. v)
= ((p(P1) + Ap(92))z, ).

Ainsi, p(¢1 + Ap2) = p(é1) + Ap(d2). D’ou la linéarité de p.
- Montrons que p(¢1¢2) = p(¢1)p(¢2). Soit € > 0 et soit (Aq,...,A,) une e—partition pour ¢q, P2
et ¢p1¢9. Soit, pour 1 < k < n,x € Ag. On a alors, pour ¢ = ¢1, ¢2 ou ¢1¢s,

<e. (2.2)

||/ ¢ dE = ¢(ax) E(Ar)
X k=1
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Par I'inégalité triangulaire il vient :

o e

+ Z¢1 ) P2 () E <Z¢1 rp)E k)) > dalz)E(A) H
=1

/ G102 AE =Y~ 1 (zy)do (i) E(AR)
X k=1

(s >z@ ) (fr38) ([0

D’aprés I'inégalité (2.2), le premier terme est inférieur a e. En utilisant le fait que (A, ..., A,) est
une partition de X et la propriété (c) de la définition (2.1.1), on voit que le deuxiéme terme est nul.
En utilisant une nouvelle fois 'inégalité triangulaire, on obtient alors

|[ooew o= ([r0) (o8|

<e+ <Z¢1 l’k Ak> Z¢2 IJ j)—/ng)Q dFE

1

<Z¢1 2 B(Ay) — /¢1dE> /@dE H

< (14 [[f1]loc + llP2llo),

ce qui donne I’égalité souhaitée.

- Montrons que p(¢1) = p(¢1)*. Pour tout x,y € H et pour tout A € Q on a :
Epy(A) = (E(A)z,y) = (y, E(A)z) = (E(A)y, x)

car E(A) est autoadjoint. Ainsi, £, , = E, , et on en déduit que

@) = [ 31 By = [ 01 dBry = [ o dBy = 0600a) = (o plon)y) = (o(61)w.0),
X X X

ce qui prouve que p(¢1) = p(¢1)*.

- Enfin, I'égalité p(1) = / 1 dF = E(X) = Iy montre que p est unitale. O

X

Si X est un compact Hausdorff on peut, dans la proposition précédente, restreindre p a la
C*—algebre C(X), ce qui donne une x—représentation unitale entre C(X) et B(H) associée a la
mesure spectral E. Le théoréme suivant donne la réciproque.

Théoréme 2.1.1. Soient X un compact Hausdorff, H un espace de Hilbert et w : C(X) — B(H)
une x—représentation unitale. Alors il existe une unique mesure E définie sur les boréliens de X

telle que pour tout ¢ € C(X),
= / ¢ dE.
X
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Démonstration. - Par le calcul fonctionnel borélien, on peut étendre m en un *—homomorphisme
défini sur B (X), qu’on note encore . Si A est un borélien de X on pose alors

E(A) =7(1a).

Montrons que E est une mesure spectrale pour (X, Q, H), ou Q désigne la tribu borélienne de X.
(a) Soit A € Q. On a
BE(A)? =7(1a)? = 7(13) = n(1a) = E(A)

et B(A)" =(1a)" = n(Ta)) = 7(1a) = E(A),

ce qui prouve que F(A) est une projection orthogonale.

(b) On a bien E(@) =7n(lg) =7(0) =0et B(X)=7n(1lx) = In.

(¢) Soient Ay, Ag € Q. Puisque 1a,na, = La, 1A, et m est un morphisme, on obtient
E(A1NAy) = E(A1)E(As).

(d) Soit (Ap)p>1 C 2 deux & deux disjoints. Sin € N* on a

n

(U Ak>—7r(]lun Ag) = (;Mk) éw 1a,) =Y E(Ag).

k=1 k=1

Posons Q,, = U:;XT’LH Ag. Soit h € H. La forme linéaire f € C(X) — (m(f)h,h) étant continue,
il existe une mesure complexe pup qui représente cette forme linéaire. De plus, par construction du
calcul fonctionnel borélien on a, pour g € Boo(X), (m(g)h,h) = [y g dup. Par ce qui précede on
obtient alors

(U Ak> h— ZE (Ax)h

HE( )huz = <E(Qn)h7E(Qn)h> = <E(Qn)h>h’>

= (n(Lg,)h, h)

:/ ]lQn d/‘Lha
X

et puisque xgq, converge simplement vers 0, ce dernier terme tend vers 0 par convergence dominée.
Ainsi, F est bien une mesure spectrale.

- Montrons maintenant que pour tout ¢ € Boo(X) (donc en particulier si ¢ € C(X)),

:/ngdE.

Soit ¢ € Boo(X) et € > 0. Soit (Aq,...,A,) une e-partition de ¢. Soit, pour 1 < k < n,z; € Ay.
Alors

'|¢ - Z (k)1

k=1 .
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7 est contractant car c’est un *—homomorphisme, et ainsi

m(¢) = d(ar)E(Ar)
k=1

puisque 7(xa,) = E(Ag). Ainsi, par la proposition (2.1.1), on a bien 7(¢) = / ¢ dE.
X

Il reste & démontrer I'unicité de E. Soit F une autre mesure spectrale vérifiant la conclusion du
théoréme. Alors pour tout ¢ € C(X),z,y € H,

<7T(¢)‘T’y> = / ¢ dEx,y = / o de,y~
X X
Par I'unicité donné dans le théoréme de Riesz, on en déduit que E,, = Fy,. Ainsi, si A € 2,
(BE(A)z,y) = Ery(A) = Fry(A) = (F(A)z,y),
et ceci est vrai pour tous z,y, donc E(A) = F(A),ie E=F. O

Théoréme 2.1.2. Soient H un espace de Hilbert et N € B(H) normal. Alors il existe une unique
mesure spectrale E pour (o(N),Q, H), ou Q désigne la tribu borélienne de o(N), telle que pour tout

¢ S C(C (‘())7
( ) /O’(N)f

Démonstration. D’aprés le calcul fonctionnel continu, il existe une unique *—représentation isomé-
trique unitale p : C(o(N)) — B(H) telle que p(z) = N. Par le théoréme précédent, il existe alors
une unique mesure spectrale E pour (o(N),Q2, H) telle que pour tout ¢ € C(c(N)),

o) = p(o) = [ o dE.

O

Définition 2.1.2. La mesure spectrale & obtenue dans le théoréme précédent s’appelle mesure spec-
trale de 'opérateur N.

2.2 Mesure spectrale jointe

2.2.1 Normes ||.|[min €t ||.||max sur un produit tensoriel de C*algébres

Soient A, B deux C*—algébres unitales. On définit une involution sur A ® B en posant

On dit que ||.||, est une C*—norme sur A ® B si ||.||, est une norme sur A ® B telle que pour tous
a€AbeB, la®bl, = |a][b] et pour tous z,y € A® B, [[zylly < [l [lylly et [[z*2l, = [|=[l3.
Le complété de A ® B par rapport a une C*—norme [|.||, est une C*—algébre, notée A ®, B. Dans
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cette section, on s’intéresse a deux C*—normes, les normes ||.||min ||-||max €t on verra dans la section
suivante que pour les C*-algébres commutatives unitales, ces deux normes coincident.

Pour S € B(Hy) et T € B(Hz), on note S ®g, T' Papplication linéaire définie sur Hy ® Hy par

(S®sp T <Zh ®k> = S(hi) @ T(k:).

On vérifie que [|S ®g, T'|| = ||S]|||T]], de sorte que S ®gp, T' est continue et s’étend donc de fagon

2
unique en un élément de B(H; ® Ha).
Soient A; et As deux C*algebres unitales et w1 : A1 — B(H1), m2 : Ag — B(H2) deux *—homomorphismes
unitaux. On pose, pour ), a; ® b; € Ay ® Ag,

7T1 ®7T2 (Zaz ®b> = Zm(ai) Rsp mo(b;) € B(Hy (%Hg)

Sixz e A1 ® Ay on définit
||| min = sup{||7(2)|| : 7 = 71 @ ma, ™ : A; — B(H;) * —représentations unitales}.
Alors ||2||min définit une C*—norme sur A ® B et on a le résultat suivant, démontré dans [10].

Théoréme 2.2.1. Si |||, est une C*—norme sur Ay ®@ Ag, alors ||.||min < |||+

En particulier, si m; : A; — B(H;), i = 1,2, sont des *—représentations unitales injectives, Iappli-
cation
Ai® Ay — R4
220 @b — [1305(m @ m2)(ai @ bi)|
définit une C*—norme, donc par définition de la norme ||.||min €t par le théoréme précédent on a,
pour x € A; ® A,
[/ lmin = [ (m1 @ 72) ()]

Soit A une C*—algébre et X un espace topologique compact. On définit un *—homomorphisme de

C(X)® A dans C(X, A) par

ifz X a; — (:L' cX— ifz(x)az> .
=1 =1

Cette application est injective, ce qui permet d’identifier C(X) ® A & une partie de C(X, A). On
munit alors C(X) ® A de la norme ||.||o0, qui définit sur cet espace une C*—norme.

Lemme 2.2.1. C(X) ® A est dense dans C(X, A).

Démonstration. Soit € > 0 et f € C(X,A). X étant compact, f(X) est un compact de A. Soit
Vi,..., Vi un e—réseau de f(X), oi1, pour tout i, V; est un ouvert de f(X). Posons U; = f~(V;).
Alors Uy, ..., U, est un recouvrement de X et par le théoréme de partition de 'unité, il existe des
fonctions continues fi, ..., fi, de X dans [0, 1] telles que

Zfz =1 et Supp(fz) C UZ,’L: 1,...,m

i=1
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Soit, pour tout ¢, a; € U;. Définissons g = > it fi ® 2; € C(X) ® A et vérifions que || f — g]|o < €.
Size X ona

@) —g@) = |3 L@ @) =3 fi@)a] < fi@) @) - ail
=1 =1 =1

Or, si x € U; alors |fi(x) —a;] < eetsiz ¢ U; ona fi(x) =0. Ainsi, fi(x)|f(x) — a;| < efi(z), et

on obtient :
f(z) = g(x)| <€) filx) =€
i=1

On a bien || f — g]|loo < €, ce qui achéve la démonstration. O

Le résultat suivant affirme que les normes ||.|oo €t ||.||min coincident sur C(X) @ A.

Proposition 2.2.1. Soit A une C*—algébre unitale et K un compact Hausdorff. On a un x—isomorphisme
C(K) Qmin A ~C(K, A).

Démonstration. Par densité, il suffit de démontrer que sur C(K) ® A les normes ||.||min €t ||.]|co
coincident.

- Montrons d’abord le résultat lorsque A = B(H) ot H est un espace de Hilbert. Pour ce faire,
on va plonger isométriquement C(K, B(H)) et C(K) ®min B(H) dans B (I%(H)) et vérifier que sur
C(K) ® B(H) ces plongements coincident. On définit

m: C(K,B(H)) — B(l%(H)) (opérateur diagonal).
fo— ((hker = (f(k)hi)kex)

Alors 7 est une x—représentation isométrique unitale, ce qui définit le premier plongement.
Pour le second, on commence par remarquer que si dans le cas précédent on a H = C, on obtient
une *—représentation isométrique unitale

7 C(K) — B(1%).
Définissons maintenant
v: C(K)@B(H) — B (z?,( ® H>
Y fieT w— Y m(fi) @sp Ti

1 est linéaire et on a, par définition de la norme ||.||min,
n
Hw (Zfi@Ti)H: (7 ® Iy) <Zfz®T)H=
i=1

2
Ainsi, 9 s’étend en une isométrie C(K) @min B(H) — B <l%< ® H) et on note encore v le prolonge-

; T

Zﬁ(fi)(@Ti
=1

min

ment obtenu. L’application

b 13 & H — 12(H)
>i(@i(k)kerx @ hi — (32 wi(k)hi) e g

26



est une bijection linéaire isométrique, de sorte que l'application

¢2: C(K)@mn B(H) — B(I%(H))
S LT dop (X fioT)og !

est linéaire isométrique.

Montrons que si x € C(K) ® B(H), m(z) = m2(x). Par linéarité, il suffit de considérer le cas ou
r = f®T. Par densité, on doit montrer que si h = (hy)rex € % (H) est a support fini, on a
Wl(x)h = 7r2(a;)h.

Notons (ex)ker la base canonique de I%. On a alors ¢~ (h) = Y, o €k ® hy. Ainsi,

ma(2)h = (o v(f @ T)o¢™")(h) = ¢(n(fi) @sp T <Z€k®hkz): (Zf ek®Thk))

= (f(K)T (k) kex
=m(feT)h,

ot 'on a utilisé I'injection C(K) @ B(H) — C(K,B(H)).
- Dans le cas général, si A est une C*—algébre unitale, il existe un espace de Hilbert H et une

x—représentation isométrique unitale 7 : A — B(H). En appliquant ce qui précéde a B(H) puis en
restreignant & A, on obtient alors le résultat souhaité. O

Définissons maintenant la norme ||.||max. Soient A, B deux C*-algébres unitales et m : A —
B(H), ma : B — B(H) deux x—homomorphismes dont les images commutent. On définit alors un
*—homomorphisme 7 : A® B :— B(H) en posant, pour z =Y ;' ; a; ® b;,

x) =Y mi(ai)ma(b)
=1

Réciproquement, si 7 : A ® B :— B(H) est un *—homomorphisme, on définit m(a) = m(a ® 1) et
ma(b) = m(1®Db). Alors m1 : A — B(H) et my : B — B(H) sont deux *—homomorphismes dont les
images commutent.
On définit, pour z € A® B,

||| max = sup {||7(z)|| : TA® B :— B(H) *-homomorphisme unital} .

Alors ||.|lmax définit une C*—norme sur A ® B.

Proposition 2.2.2. Soient A, B des C*—algébres unitales, ||.||, une C*—norme sur A ® B et
x € A®y B. Alors |||y < |||l maa-

Démonstration. A®. B étant une C*—algebre, il existe un espace de Hilbert H et une *—représentation
m: A®y B — B(H) isométrique. Par définition de || ||max on a alors ||z||, = ||7(z)|| < ||#]|max. O
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2.2.2 (*-algébres nucléaires

Définition 2.2.1. Une C*—algébre A est dite nucléaire lorsque pour toute C*—algébre unitale B,
les normes ||.||min €t ||.||maez coincident sur A ® B.

Proposition 2.2.3. Soit X un espace topologique compact. Alors C(X) est nucléaire.

Démonstration. Par la proposition (2.2.2) on a I'inégalité ||«|/min < ||Z||max-

Réciproquement, soit B une C*—algébre unitale, soient 7y : C(X) — B(H),m2 : B — B(H) deux

x—représentations dont les images commutent et soit 7 I’*—homomorphisme défini sur A® B associé
n

am et m. Soit g = > f; @b; € C(X) ® B. Montrons que ||7(g)|| < ||g]|min-

1=1
Soit E' la mesure spectrale associée a m1. Si B € Bor(X), E(B) commute avec ma(B) puisque m2(B)

commute avec m(C(X)). Ainsi, en notant T = Y7 ( fz)@() b;) on a
|7 = max { | E(B)T|, |ECBT| } (2.3)
En effet, puisque Iy = E(B) + E(°B) et que les projections E(B) et E(°B) sont orthogonales on a
T = (E(B) + ECB))T(EB) + ECB)) = E(B)YTEB) + ECB)TEB) + E(B)TE®B) + ECB)TE(B)
— E(B)TE(B) + ECB)TE(B) + TE(B)E(*B) + TE(* B)E(B)
= E(B)TE(B) + ECB)TE(B).
En posant o = max{||E(B)T||, ||E(CB)TH} on a alors, pour tout h € H,

IThI* = |E(B)TEB)AI? + [ECBTECB)h? < o |[EB)A|? + o[ ECB)A|? = oA
On en déduit que ||T]| < a, et puisque E(B) et E(°B) ont une norme inférieure a 1, on a a < || T,
d’on égalité (2.3).
Ainsi, si (Uy) est un recouvrement ouvert fini de X, on a ||| = max |E(Ux)T.

Soit € > 0 fixé. Par continuité des f;, il existe, pour tout x € X, un voisinage ouvert U, de x tel
que pour tout y € U, et pour tout i = 1,...,n, |fi(z) — fi(y)| < e Ona X = J . x U, donc par
compacité de X, il existe x1,...,zp € X tels que X = Uk_1 Uy;- Pour 1 <i<metl<j<k,
on a E(Uy;)m(fi) = mi(fixuv,,), donc || E(Uy;)mi(fi) — fz(%) ( xj)ll = (i = fi(zj)) 1y, [l <€
Ainsi,

n

E(Uz)) Y (mi(fi) = fila;))ma(b

i=1

<ZHE 2) (i) = fila)lllma(0)| < € |l
i=1

car un *—homomorphisme est contractant. (ij );‘:1 étant un recouvrement ouvert de X, on a

;Wl(fi)ﬂQ(bz) = max EU. ,j)Z;TH(fz)WQ( ) <1f£]aSXk Usz;) Zfz ;) ma(b +€Z|lb [
< max Zfz ()b +6Zub [
<su§ Zfz e |bill.
S

=1
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> fil@)bi

=1

Or, par la proposition (2.2.1) on a sup
zeX

= ||g|lmin- On en déduit que

> mi(fi)ma(bi)
=1

n
< | gllmin + €D 1Bl
i=1

En prenant la borne supérieure sur les m et 7o puis en faisant tendre € vers 0, on obtient ||g||max <
|9l min, ce qui achéve la démonstration.
O

2.2.3 Construction de la mesure spectrale jointe
Soit H un espace de Hilbert et soit (h;);er une base hilbertienne de H. Posons K = So(H). On

définit les multiplications & gauche et a droite :

o B(H) — B(K) et o,: B(H) — B(K).
a — (z+— ax) b — (x> zb)

Ces applications sont linéaires et d’aprés la proposition (1.1.1) on a, pour tous a,b € B(H) et pour
tout x € K,
low(a)(@)| = llax|| < llal[llz]l2 et [low(b)(x)] < [[bll < [lz[l2][o]],

de sorte que ||oy(a)|| < ||la| et ||oy(b)]] < ||b]|]. Ainsi, 0} et o, sont contractantes.
De plus, pour tout a € Sa(H) et pour tout z,y € K on a

(o(a) (), y) s = (a"z,y)ps = Z<a*9€(hi),y(hi)) = Z<x(hz‘),ay(hi)> = (z,01(a)(y)) ns

il iel
= (o1(a)* (%), y) s,

ce qui prouve que oy(a*) = o;(a)*. On montre de méme que o, préserve I’adjonction.
Enfin, pour tous a,b € B(H),

oi(ab) = oy(a)oy(b), o.(ab) = o.(b)o,(b)

et o(Ig) = or(In) = Ik.
Ainsi, o7 est un *—homomorphisme unital et o, un anti *—homomorphisme unital.

Soient A, B deux C*—algebres avec B commutative unitale. Soient 71 : A — B(H) et ma : B — B(H)
deux *—homomorphismes. On pose @« =g;om : A — B(K) et § =0, 0m : B — B(K). a est un
x—homomorphisme comme composée d’x—homomorphismes. De plus, B étant commutative, on a
pour tous b,V € B,

BOY) = Bb'b) = o (ma (V) m2(b)) = o (m2(b))or (2 (V) = BD)BY),

de sorte que 3 est également un *—homomorphisme.
Montrons que les images de « et § commutent. Soient a € A,b € Bet x € K. On a

a(a)B(b)(x) = ai(mi(a))(or(m2(b))(x)) = m1(a)rma(b)
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et f(b)afa)(z) = or(m2(b))(o1(mi(a))(x)) = or(mi(a))(2)m(b) = mi(a)rms(b).
Donc a(a)s(b) = B(b)a(a).

L’application (a,b) € A x B +— «(a)B(b) est bilinéaire et il existe donc une unique application
linéaire u : A ® B — B(K) telle que pour tous a € A,b € B, u(a ® b) = «a(a)B(b). Puisque les
images de «a et de [ commutent, u s’étend, par définition du produit tensoriel maximal, en un
x—homomorphisme

@ A @max B — B(H).

B étant commutative unitale, il existe un compact K tel que B est x—isomorphe a C(K). Par les
propositions (2.2.1) et (2.2.3) on a alors A @pax B = A @min B = C(K1,A). Si A est également
commutative unitale, il existe un compact Ko tel que A ~ C(K3). Puisque C(K1,C(K2)) et C(K; %
K5) sont x—isomorphes, on en déduit une x—représentation

u: C(Kl X KQ) — B(H)
On peut maintenant construire la mesure spectrale jointe.

Théoréme 2.2.2. Soient Ey et Fo deux mesures spectrales définies respectivement sur les boréliens
de deux compacts K1 et Ky et a valeurs dans B(H). Alors il existe une unique mesure spectrale E
définie sur les boréliens de K1 x Ky et a valeurs dans B(S2(H)) telle que pour tous A € Bor(K7),
B € Bor(K3), et pour tout © € So(H),

E(A x B)(z) = E1(A)xEq(B).
E est appelée mesure spectrale jointe associée a E1 et Fs.

Démonstration. - Existence : Soient w1 et mo les x—homomorphismes associés a Fq et Ey, donnés
par la proposition (2.1.2), et restreints respectivement a C(K1) et C(K2). On applique ce qui précede
a mp et ma, ce qui fournit un *—homomorphisme u : C(K; x K3) — B(K). Par le théoréme (2.1.1),
il existe alors une unique mesure spectrale E associée a u, définie sur les boréliens de K; x Ko et a
valeurs dans B(K).

Explicitons, pour z,y € Se(H), la mesure complexe E,,. Soient A un borélien de K; et B un
borélien de Kjy. Alors 14xp € B(K; x Ks) et s’identifie dans B(K;) ® B(Kg) a 14 ® 15. En
étendant les *—homomorphismes précédents grace au calcul fonctionnel borélien on obtient alors :

E,y(Ax B) = (E(Ax B)z,y)us = (@(1la @ L)z, y)us = Y _((@(1a @ Lp)z)(hs), y(hi))
iel

= Z((y*ﬂ(]lA ® 1g)x)(hi), hi)
il
=tr(y*u(lp @ 15)x).
Or, on a vu que u(x4a ® xB)r = a(l4)B(1p)r = m(La)xme(1p) = E1(A)zE2(B). On obtient alors
E. (A x B) =tr(y*E1(A)xE>(B)). (2.4)
Ceci étant valable pour tout y € So(H), on en déduit que

E(A x B) = Ey(A)zE»(B).
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Ceci prouve donc 'existence.

- Unicité : 'égalité (2.4) s’écrit encore (u(Laxp)x,y)us = tr(y*E1(A)xEs(B)) donc par bilinéarité,
on en déduit que pour toutes fonctions simples f: K1 - Cet g: Ko - Con a

(u(f @ g)r,y)us = tr(y m(f)em(g))

ou encore

u(f ®g)x =m(f)rzm(g).

Par approximation, la formule précédente reste alors valable lorsque f: K1 — Cet g : Ko — C sont
des fonctions mesurables bornées, et en particulier si f et g sont continues. Or, par le théoréme de
Stone-Weierstrass, ’espace vectoriel engendré par les fonctions continues sur K; X Ko & variables
séparées est dense dans C(K7 x K3). Ainsi, u est déterminé de fagon unique sur C(K; x Kg) a partir
de (2.4). La mesure spectrale F associée est donc unique. O

Remarque : Dans la preuve ci-dessus, on a démontré en particulier que si @ est I’homomorphisme
associé a la mesure spectrale jointe E, alors

u(f ® g)x = m(f)zma(g)

pour f : K1 — C et g : Ko — C mesurables bornées. Cette égalité sera utilisée dans le dernier
chapitre.
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CHAPITRE 3

ESPACES UMD

Dans ce chapitre, on commence par donner la définition d’un espace UMD ainsi qu’une condition
suffisante pour qu’un espace ait cette propriété. Cela permettra de prouver que les espaces SP,1 <
p < oo sont UMD. Dans une seconde section, on verra qu’on peut généraliser les théorémes classiques
de Littlewood-Paley et de Marcinkiewicz aux espaces LP(T, X) ou X est un espace UMD. Enfin, on
donnera quelques applications de ces théorémes qui seront utiles dans le dernier chapitre.

3.1 Définition et caractérisations

Définition 3.1.1. Soit X un espace de Banach, (Q, F,P) un espace probabilisé et (Fy)n une fil-
tration. Une suite (dp)n C LY(Q, X) est une différence de martingales relativement a (Fp)n si pour
tout n >0, dy, est Fp-mesurable et E[d,+1|F,] = 0.

Définition 3.1.2. Un espace de Banach X est dit UMD s’il existe 1 < p < oo et 3, > 0 tels que
pour toute différence de martingales (dy), G valeurs dans X, pour toute suite (ep), C {—1,1} et
pour tout n > 0,

n

Z €rdy,

k=0

<bBp
p

(3.1)

>
k=0

Si (an)n est une suite de nombres complexes alors (a,d,,), est également une différence de mar-
tingales, donc si X est UMD et que la série ) a,d, converge dans LP(S2, F,P), elle converge
inconditionnellement.

p

On peut démontrer que si un espace X est UMD, alors pour tout 1 < p < oo, il existe une constante
Bp > 0 vérifiant (3.1). La preuve de ce fait est contenu dans la démonstration du théoréme suivant,
prouvé dans [3].

Théoréme 3.1.1. Un espace de Banach X est UMD si et seulement si il existe une fonction
biconvere ( : X x X — R telle que

€(0,0) >0 et ((z,y) < [l +yl| si [lz]| = |lyll = 1.
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On s’intéresse maintenant & une autre caractérisation de la propriété UMD. Soit X un espace de
Banach. Si f = ) f(n)e'™ est un polynome trigonométrique a valeurs dans X, on définit sa
transformée de Hilbert H f en posant

H(f) = —isgn(n)f(n)e™.

n

On dit que X a la propriété (hy), 1 < p < oo, si 'application linéaire H est bornée sur I’ensemble
des polynémes trigonométriques, muni de la norme ||.||,. Dans ce cas, H s’étend en un opérateur
borné de LP(T, X) dans lui-méme. On a alors le résultat suivant :

Théoréme 3.1.2. Si X est UMD, alors pour tout 1 < p < oo, X a la propriété (hy).

On va maintenant démontrer la réciproque. Soit X un espace de Banach ayant la propriété (hp).
Montrons qu’alors X est un espace UMD. On notera C' la norme de la transformée de Hilbert .

Lemme 3.1.1. Soit N € N* et 6 € R. Soient P un polynome trigonométrique & valeurs dans X
tel que P(k) =0 pour |[k| > N, et f € L®(T) telle que [, f = 0. Si ¢ est la fonction définie pour
¥ € R par () = f(6 + Nv), alors on a

H(Po) () = P(Y)Hf(0 + N).
Démonstration. Il existe une suite de polynémes trigonométriques (P,) qui converge dans LP(T)

vers f. En particulier, E(O) n_:)m f(O) = 0 par hypothése, donc on peut supposer que pour tout

neN, I/D\n(()) = 0. Posons alors ¢, (¢) = P,(0 + N1).
P g’écrit sous la forme P = z\j\<N xpe et par ce qui précéde P, = stﬁo yk,neik', de sorte que

P, (¢) = Z xjeijw Zykmeik(&-&-Nw) _ Z wjyk’neikee(j-&-kN)w.
l7]1<N k#0 || <N,k£0

Puisque pour |j| < N et k # 0 on a sgn(j + kN) = sgn(kN) = sgn(k), on obtient

H(Pen)() = > —isgn(j + kN)zjyp ne? el TNV

G1< N0
= Z —isgn (kN )z jyp et eI TFNY
l7I<N,k#0
= Z zje IV Z—isgn(k)ykmeik(ﬂj\[w)
lil<N k#0
= P(Y)HP,(0 + Nv).

Puisque P est borné, Py, —+> Py dans LP(T). On obtient alors le résultat en passant a la limite
n—-+0oo

dans I'égalité précédente gréace la continuité de la transformée de Hilbert H . O

Lemme 3.1.2. Soit n € N*. Soient, pour 1 < k < n, une fonction ¢ € LP(T*, X) et une fonction
@ € L®(T) telle que [ o =0. On a linégalité

n

> k01, 0ok Ok 1)

k=1

<C

Z Gr (01,5 O ) H (o) (Ok11)
=1

P
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Démonstration. Par approximation, on peut supposer que les ¢, sont des polynémes trigonomé-
triques & valeurs dans X, c’est-a-dire que pour tout k£ = 1,...,n, ¢ est de la forme

Gp = Tjen (3.2)
J

ot j = (f1,...,jk) € ZF, z;, € X\ {0} et e;x(0h,...,0) = 1% . el Notons Ny, le plus grand
entier |j| = |j1]| + ...+ |jk| o j intervient dans la somme (3.2).
Deéfinissons alors par récurrence la suite (ng)n,+1 en posant

ny =0et pour k> 1, ngy1 =np N+ 1.
Soit (01, ...,0nh11) € R*! fixé. Soit fj la fonction définie par
Je() = k(01 +navh, ..., 0k + k) o (Ok1 + ni19).
Par le lemme précédent on a
Hfu() = ¢r(0r +nayh, ..., O + npp) Hopg (01 + ni19)).

En sommant cette égalité pour k£ = 1,...,n puis en intégrant sur [0,27] on obtient, grace a la
propriété (Hp) de X,

2 n p
/ D k(O + v, O+ ) Ho (O n + nia) || dy
0 |lk=1
21 n p
< Cp/ Z Gr (01 +n1t, ., O + nph) ok (Okr1 + npatd) || dp.
0 k=1
En intégrant cette expression successivement par rapport a 6y, ...,0,41 et en utilisant I'invariance
par translation de la mesure de Haar sur T"T!, on a I'inégalité souhaitée. O

Notons D l’espace {—1, I}N et €, la n—éme coordonnée sur cet espace. On munit D de la tribu
engendrée par {e,,n € N} et de la probabilité uniforme P. {¢,,n € N} est donc une suite de variables
aléatoires de Rademacher indépendantes sur (D, P).

Par un argument d’approximation par des fonctions simples, on montre que dans la définition (3.1.2)
il suffit de considérer le cas ou les d,, sont des martingales diadiques, c’est-a-dire de la forme

n
d, = ZUk(Ely e €R)€ERT L
k=1
On peut maintenant démontrer que 'espace X a la propriété UMD.

Théoréme 3.1.3. Soit pour k € N* une fonction Ay, € LP(D, X) ne dépendant que des k premiéres
variables aléatoires de Rademacher €1,. .., €. Alors, pour tout n € N et pour toute suite o, = +1,

n
E AN (S TN O [
k=1

<C?
p

n
Z Ak(ﬁl, e 7€k)6k+l
k=1

p

Ainsi, X est une espace UMD.
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Démonstration. On remplace D par TV en remarquant que si n,(0) = sgn(cos ) alors (ng)x et
(ex)r ont méme loi. En appliquant le lemme précédent avec n, pour ¢ et Ay pour ¢y on trouve

n
> A )T
k=1

<C

p

Z Ak(nlu o 77”43)%(77}6"!‘1)
k=1

p

(3.3)

n), €tant paire, H () est impaire et on a donc n;j(a;0;) = 1;(6;) et H(n;)(o;0;) = a;H(n;)(6;).

Ainsi,

p

D a1 Ak(m(01)s e (Ok)H (1) Orn) | O

k=1

:/TN

Par invariance par translation de la mesure de Haar sur TV on trouve donc

J.

p

> Ag(m(aabh), k(b)) H(npr1) (@kg1Op41) || d6.

k=1

> a1 Ar(m, - ) H (k1)
k=1

ZAk(nb s M) H(Nrg 1)
=1

P P
Puisque H(H(nr)) = —nr on trouve grace au lemme précédent
n n
D ek Akl || < O ek Ap(s ) H k)
k=1 p k=1 p

On en déduit le résultat en réunissant les inégalités (3.3), (3.4) et (3.5).

Proposition 3.1.1. Soit H un espace de Hilbert. Pour tout 1 < p < oo, S,(H) est UMD.

(3.4)

Démonstration. Par le théoréme précédent, il suffit de prouver que la transformée de Hilbert est

~

bornée sur LP(T, SP(H)). Soit f =Y, f(n)e™ un polynome trigonométrique a valeurs dans SP(H).

Commengons par montrer que si f(0) = 0 on a la formule suivante :
H()Hh) = [ f+HHS) +HS)S)-
Eerivons f =g+ h ot g =3, f(n)e™. On a H(f) =i(—g + h) et ainsi
Ff=HU)H) =2(g"h+hg) et [*H(f)+H()"f=2i(g"h - h7g).
Puisque pour tout n € N*, g*h(n) = 0 et h*g(—n) = 0 on en déduit que
HH) +H)) = —2(g"h + h7g),

d’ott la formule (3.6).
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Puisque Hf(O)Hp < |If|lp, il suffit de démontrer qu’il existe une constante C, > 0 indépendante de
f telle que ||H f|, < Cpll fllp lorsque f(0) = 0. On remarque pour p = 2 le théoréme est vérifié avec
Cy =1 et si le résultat est vrai a un rang p, on a, par la formule (3.6)

IO, = IHE) Hp < 1 Fllp + IHEHSE) +HE) Pl
< IF113, + Cpll FH(f) +H () Fllp
< 1F113, + 2G5l F l2plH ()12

et on en déduit, en résolvant une inéquation du second degré, que

IH(H)ll2o < (Co+1/C2+1) 1£ 2.

Par récurrence, le résultat est ainsi démontré lorsque p = 2%,k > 1, et par interpolation pour tout
p > 2. En remarquant que I'adjoint de #H par rapport a L?(T,S?(H)) est —H, on en déduit que
pour 1 < p <2, C) = Cy, ce qui termine la démonstration.

O

3.2 Le théoréme de Littlewood-Paley

Lemme 3.2.1. Soit X un espace de Banach compleze. Alors pour tout p € [1,+o0[, pour tout
n € N* et pour tous x1,...,x, € X on a

n

g €k

k=1

n

E €k

k=1

2

<2
LA (1)

0k g,

L% (D) L% (D)

Démonstration. - Soient z,y € X. On a

1/p 1/10 1/p
T 0, 40 _1 / T o, i 49 / o0 @
(Lo Gem 52) " =5 | (Lo + Feuite 52 o+ Doy 22

4o\ /P
> (/ |(z+ —e y) + (x4 T it 1 15% ) par inégalité triangulaire

2
1/p
= (/ ||:c+*COS )yl 27r>
7r 1/p
( &+ 5 cos@)yl% + |l + 5 cos(®)(~w)l1% 27r) |

Or,

/p
/2 T do ' /2 T do
( [ s G eostoity %> > [ e Geosoin 5 2

™

w/2 T
/ (x + = cos(0)y) do

—7r/2 2 2 x

1H+||
= —||x .
9 Ylx
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o T o dONYP 1 e
Ainsi, </ o+ Sl o > > {(!x+y|!§(+ Hx—yllﬁ)] :
T T 2

. 2 .
Par récurrence, on obtient que pour tout m, ||z + — ZZL:l €LTE < Hm + ZZL:l 'k :pkHLp (TNY?
T x

L% (D)
ce qui montre la premiére inégalité.
1 0 1— 0
-Siz,y e X, onazx+ cos(f)y = —i_(;os()(ﬂc+y) + 0208()(30 —y), d’on
1+ cos(# 1 —cos(#
o+ cos@yllx < g gy 2200,y
Par croissance et convexité de la fonction ¢ +— tP on obtient alors
1 + cos(0) 1 — cos(0)
i+ cos(B)ulle < 5" o+ ylfy + Pl — yllk

puis, en intégrant,
dg 1
[l cos@ull 57 < 501+ iy + llo = wlF).
T 7'[' 2
Comme pour le cas précédent, on déduit de cette égalité que

n
Dk
k=1

<

Z cos(Ox)xx
k=1

L2 (TN) L% (D)

Les suites (cos(0))r et (sin(fx))x ayant méme loi, on obtient finalement

n n n n
Z ek ). < Z cos(bx)xx + Z sin(fx)xg <2 Z €LTL
k=1 LE(TN) k=1 LE(TN) k=1 L (TN) k=1 L% (D)
O
Lemme 3.2.2. I existe une constante K, > 0 telles que pour tout n € N*, pour tous fi,..., fn €
LE(T) et pour tout ay,...,a, € Z on ait
1 n n n
F Z ekewk'fk dP < / Z Ekfk dP < Kp/ Z Ekewk’fk dP.
PID k=1 » D llk=1 » Dlk=1 »

Démonstration. Posons Y = LP(T, X). Par les inégalités de Khintchine on a, pour tous yi, ...y, €
Y,

n

> enyn

k=1

n

> enyn

k=1

Ap
~

LY(D)Y) Lr(D)Y)

N . AP P o, A L, L . . ;
ou la notation ~ désigne une double inégalité comme dans ’énoncé. Ainsi, pour y; = €'®" fi on
obtient

n

> ene’™ fi

k=1

n

> erel ™ fi

k=1

AP
~

LY(D)Y)

(3.7)

LP(DXT,X)
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grace a l'isométrie LP(D, LP(T, X)) = LP(D x T, X).
Par le lemme précédent, on a, pour tous y1,...y, €Y,

n

n
2 .
Z €LYk ~ Z Oy, (3.8)
k=1 LP(D,X) k=1 Lp(TN,X)
Ainsi, d’aprés l'inégalité (3.7) on a
i A 24, || . i :
Z €1’ fr ~ Z ekel(ek-i-ak-)fk — Z ekez(ek-i—ak-)fk
k=1 LY(D,Y) k=1 Le(TN,LP(T, X)) k=1 Lp(T,LP(TN,X))

n

= Z exe'® fi,

k=1

par invariance par translation de la mesure de Haar sur TV,
En appliquant (3.8) au dernier membre de 'inégalité précédente on obtient

n

Zerm’“'fk

k=1

n

> et

k=1

44,

~

LY(D,L?(T,X)) L»(D,LP(T,X))
et par les inégalités de Khintchine,

n

Z exe' ™ fr

k=1

n

> et

k=1

2
443

LY(D,L?(T,X)) LY(D,LP(T,X))

D’otu le lemme avec K, = 4A12). O

Lemme 3.2.3. Soit & un espace vectoriel et A C E un sous-ensemble fini. Alors pour tout n € N*
on a
Conv(A"™) = Conv(A)".

Démonstration. Notons C' = Conv(A™) et D = Conv(A)"™. On a clairement C' C D.
Réciproquement, on remarque que Ext(Conv(A)) C A, ou Ext désigne l'ensemble des points ex-
trémaux. De méme, Fxt(D) C Ext(Conv(A))™ donc Ext(D) C A™. Ainsi, Conv(Ext(D)) C C. A
étant fini, D est compact et inclus dans un espace vectoriel de dimension finie donc par le théoréme
de Krein-Milman, D = Conv(Ezt(D)), de sorte que D C C = C. D’ott le résultat.

O

Soit Z I’ensemble des multiplicateurs sur Z correspondant aux fonctions indicatrices d’un intervalle
borné. Définissons M = {> "} _; 0 xSk :n € N, A > 0,27 A\ = 1,0, = £1, S, € Z}.

Proposition 3.2.1. Soit (T})ken une suite d’éléments de M. Alors pour tout 1 < p < oo, il existe
une constante A telle que si (fi)ren C LP(T, X) on a

LIS ety <0 5 e

dP.
LP(T,X)
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Démonstration. - Commencons par démontrer le résultat dans le cas ou T}, € L.
SiP=3y1"_yeta;e LP(’JT X), notons Rt (P) = P(0)+ (P+z7—[( ) =Y Mot a;et R(P) =

P—RY(P)= Z]__ v eFa;. X étant un espace UMD, H est bornée sur LP(T, X) donc R~ et RT
le sont également.
Si Sy est le multiplicateur correspondant a l'intervalle entier [ag, bi[ on a

Sk(fi) = R RF (/O R (70 fr)).

Notons h;, = e*ib’v(')f,xC et g = ei(bk*“k)(')R*(hk). On a alors

I Z ek (fi)ll o orrx) = |l Z €k6mk(')R+(gk)||L1(D,LP(T,X))
< K|l Y &R (g0) |1 (p,re(r,x))  par le lemme (3.2.2)
< Kp|RTI1D ene’™ O R (h) | 11w (1.x))
< K2R, eeR (h)llapioqrxy)  par le lemme (3.2.2)
<< KR IRTIIRIINY exe™ O fill b1 (p,or.x)
< K IRT([IRI Zekfk”Ll(D,Lp(T,X)) par le lemme (3.2.2).

D’ot le résultat avec A, = K3||RY|||[|R™|.
-Si Ty =6kSk, 0p =1, S, €Zona

| ZEka(fk)HLl(D,LP(’]T,X)) = | Z€k5k;5k(fk)HLI(D,LP(T,X)) = | Zéksk(fk)HLl(D,Lp(T,X))

par invariance par translation de la mesure dP, et le lemme est donc démontré dans ce cas.

- Soit maintenant n € N* et T, ..., T}, € Conv(ZU—1I). Par le lemme (), (11,...,T,) € Conv((ZU
—I)") donc il existe A1, ..., Ay > 0 tels que D070, Aj = 1 et pour tout 1 <k <mn, T, =377 | \;jSk;
ou S j € ZU~—Z. On a alors

1Y~ e Te(fo)ll L (p,zor,x)) < Z A Sk ()l p,rerxy < Co D NI erfilliip,zoer x))

j=1
= Coll > entfrllrr(o,rorx));

d’otul le résultat. O

Si S € T est associé a l'intervalle entier I, on identifie S avec I’élément de R% que définit I. On a
alors le résultat suivant :

Proposition 3.2.2. Si o = (a;)jez est une suite a support fini et si Y ez |aj41 — aj| < 1 alors

a e M.

Démonstration. Quitte a réindexer la suite a, on peut supposer que le support de « est inclus dans
[1,n] pour n € N*, de sorte que « est un élément de R™. On définit

C = Conv {01 : O, = £1, I}, intervalle d’entier de [1,n]} C R™.

40



Soit ||.||¢ la jauge de C. Alors E = (R"™,|.||c) est un espace vectoriel normé et = € C' si et seulement
si ||z|lc < 1. En particulier, si y € E* on a

n
> wiys| = sup {

i=1
- <1.0na

[yl g+ = sup
zeC

n
Z@/z’

i=1

: J intervalle de [1, n]} .

Soit alors y € E* tel que ||y|

n n ) n
Zaiyi = Z ((Oéz‘ — Q1) Z%) < Z i1 —ai| <1
i=1

i=1 k=1 i=1
donc ||afjc = sup >, ay; <1, ce qui prouve que a € C et donc par l'identification faite avant
lyll =<1
la proposition, @ € M. O

Pour k € 7Z, notons Ay, I'intervalle de Z définie par [2F~1, 2F[si k > 0, {0} si k =0et] —2lkl _olkl-1]
si k < 0. Si I est un intervalle de Z et f € LP(T,X), on note fr = > ; f(n)e™. De méme, si
a =3 p_1 0k Sk € M, on note fo = p_; 0 XeSk(f)-

Théoréme 3.2.1. Soit X un espace UMD. Pour 1 < p < oo, il existe une constante C), telle que

pour tout f € LP(T, X),
/ Zekak
D/

kEZ
ou D' = {—1,1}% est muni de la mesure uniforme de.

de < Cp| fllp:

p

2
Démonstration. Soit n € N. Notons [ = [0, g—f{[ et pour 0 < j < 2" I =1+ j2—:. Soit alors
D, = J(I;-L, 0 < j < 2") la tribu engendrée par les I7. Alors (Dp)n>1 est une filtration.

Soit f € LE(T). Alors E|f|D,,] s’écrit

on 21

BUID = 5 3 Bty = [ 1@)Ka(0) dy
T = T

2" n_
ot Ky (z,y) = b Z?:ol Lo (2)Lrn ().
Pour # € T on note 19 f(z) = f(z — 6). On a alors

B(rf|Dy] = /T F)Kn(y +6) dy.

X étant un espace UMD, il existe une constante ¢, telle que pour tout € € {—1, I}N,

> ¢i(E[rf1D;] = Elfr|Di1))|| < coll frollp = cpll Fllp-

1>1
1= p
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Ainsi,
P

dy|| dz >
JATRE )3 e 0,94 0) = Koo 0.9+ 0) 2| 52 < Gl
. de
Soit M¢(z,y) :/ Zen( n(@+0,y+0)— Kyp_1(z+6,y+0)) o = M(z —y,0).
T n>1

En prenant la moyenne sur 6 dans l'inégalité précédente et en utilisant 'inégalité de Jensen on
obtient

< cpllfllp,
o L
donc si K(t) = M(t,0), 'inégalité précédente s’écrit
1S Kellp < cpll fllp- (3.9)
/K(t—l—&@)de—QnQnZ:l/]l (t+0)112(6) nz/n 0o )i (0-5om) S
o ) S T o )y I7 Iy 27T ' In J In ]2n o
o de
]1 n(t+0)1m(0)) —
=5 [ Lt +0)1m(9)) o
—ﬁll « L _pn(t)
= o I _n(7).
o 4n gr—1, 2
Ainsi, Ke(k) = 3,5 €n (27r ‘]lm ‘ T o ]lI”—l(k)‘ >
— 2
_ 2 .a
Or, 7 (k)‘ = 5z 8in kg donc
K (k) = 7;6”277%2 <sm k:Z—n — Zsm 2n1> = ;enw sin o

1 47 kr o~
Ainsi, f* Kc(0) = nz;l enf™ on f(9) = k% e sin’ ?:ezkef(k)'
Si (oy);j>1 est une suite d’éléments de M on obtient, par la proposition (3.2.1) et 'inégalité (3.9),

/D > et dP < A, / > et dP < Apcpl| fll o (r.x)- (3.10)

nzl LP(T,X) nzl LP(T,X)
t2
Choisissons a; = 0 et pour n > 2, ap(k) = ¢ (2—”) Ljgn—2 gn-1((k) ot p(t) = ——~
2msint ¢’

Soit B’ =max | sup |¢|,7 sup |¢'||. Alors, par I'inégalité des accroissements finis,
[m/4,7/2] [7/4,7/2]

1 ™ 9
/ A
> lan(k) —an(k+ 1] < B' | 1414 § o | =18 =B
kEZ n—2<jcon-1
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1
D’apres la proposition (3.2.2), Zon € M pour tout n, donc par U'inégalité (3.10) on a

/D Z enfa, 4 dP < ApBCprHLP(T,X)-

nz1 LP(T,X)

Puisque (€,)n>2 €t (€n—1)n>2 ont méme loi, on obtient, en posant C' = A,Bc,,

[ eta, 0P < C|f|o(r.x)

nzl LP(T,X)

De méme, en choisissant o, (k) = ¢ (g—,’f) Lj_gn-1 _gn—2((k) on trouve

/D > ek,

dP < C|| fll e (T, x)-

n<0 Lr(T,X)
Enfin, puisque fa,(0) = A(O) on a || faolle(r,x) < I fllzr(T,x) donc par inégalité triangulaire,
/ kafAk de < Cpl|f|lp,
D' lkez p
ot O = 2C + 1. 0

On peut démontrer que le dual d’un espace UMD est UMD et en déduire que les normes f —
> nez €fan HLI(D',LP(T,X)) et ||| »(T,x) sont équivalentes. On obtient alors le théoréme de Littlewood-
Paley :

Théoréme 3.2.2. Soit X un espace UMD. Pour 1 < p < oo, il existe une constante C, telle que
pour tout f € LP(T, X) et pour tout e € {—1,1}%,

> enfa,

kEZ

< Gpll 1o
p

Comme corollaire de ce théoréme, on obtient le théoréme de Marcinkiewicz.

Corollaire 3.2.1. Soit K = (IA((n))nez une suite de nombres complexes vérifiant :

sup|K(n)| < C et sup Z |K(m) — K(m+1)| <C.

neL ne”L meA,

Alors pour tout 1 < p < oo, il existe une constante D (ne dépendant que de p, X et de C) telle que
pour tout f € LP(T, X),
1 Kllp < DI fllp,

oi f x K(0) = 3,cq K(n)e™ f(n).
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Démonstration. Puisque les normes f — HZnGZ efa, HLl et ||.||Lr(T,x) sont équivalentes

(D',LP(T, X))
et que fx K(0) =3, K(n)e™ f(n), on obtient qu’il existe une constante Dy telle que

£kl <Dy [ [ e 3 Rmem fom)| de.
n€Z  meA, »
En appliquant la proposition (3.9) avec la suite (c, ), C M, ot oy, (k) = 3CK(I<:)]1An (k), on obtient

If % K, < 3CDy / de < 3CD2| f]].

D Y e m

nel melAy,

en utilisant & nouveau I’équivalence des normes. Dot le résultat avec D = 3CD?. O

3.3 Applications

Soit (ex)rez C B(H) une famille de projections mutuellement orthogonales et telle que Y, ey,
converge fortement vers Iy et soit 1 < p < oo. Les opérateurs qui vont intervenir dans la suite
seront définis par des sommes infinies. Afin de justifier la validité de ces écritures, on devra se placer
sur le sous-espace D,, défini par

Dy ={x € Sp(H) | epzen, = 0 pour tous n, m sauf un nombre fini}

pour lequel les sommes seront finies puis prolonger les opérateurs a S,(H). Pour cela, on va dé-
montrer la densité de D, dans S,(H). Notons, pour n € N, p, = Z er. Puisque les e; sont
[k|<n
deux & deux orthogonaux, p, est la projection orthogonale sur U Im(eg). De plus, pour tout
|k|<n
x € Sp(H), pprpn € Dp. On en déduit la densité de D, dans S,(H) grace a la proposition suivante :

Proposition 3.3.1. Pour tout x € S,(H), ppxpn —+> x dans Sp(H).
n—-+0oo

Démonstration. Soit x € S,(H). Montrons d’abord que zp, o T dans Sp,(H), c’est-a-dire que

Tqn njoo 0 ou ¢, = Iy — pn. Supposons dans un premier temps que x est de rang fini. x étant

combinaison linéaire d’opérateurs de rang 1, on peut supposer = de rang 1. Il existe alors h, ' € H
non nuls tels que z = h ® h'. ¢, étant autoadjoint, on a, pour k € H :

xqn (k) = {qnk, h)h' = (k,q,h)h = g.h @ W' (k),

de sorte que zq, = ¢g,h ® h’. On a alors |zq,| = ||||q;;/||” ' ® 1, donc
HQnyH 7 /
ol = leanlly = LM w1, — o

car g, converge fortement vers 0.
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Supposons maintenant que x € Sp,(H) est quelconque. Soit € > 0. Par densité des opérateurs de
rang fini dans S,(H), il existe y € S,(H) de rang fini tel que ||z — y||, < e. Par ce qui précede, il
existe ng € N tel que pour tout n > ng, ||yg||, < €. Ainsi, pour n > no,

12gnlly < 1(z = v)gnllp + 1ygnlly < 12 = yllpllgnllc + lygnlly < 2¢

car ||gnllco < 1. Ceci prouve que zq, — 0.
n—-+40o

Enfin, les inégalités
12 = pnzpallp < llz = zpnllp + [[2pn — prapallp < 2anllp + llanzlipllpnllco < l2gnlly + (127 gnllp
montrent que ||z — ppxpyl/, tend vers 0, d’out le résultat. O

Dans les énoncés et les démonstrations qui vont suivre, on supposera donc toujours que 1’on se place
sur D, (H) pour définir les opérateurs.

Théoréme 3.3.1. Soit a = (ap)nez une suite de nombres complexes telle que ||al|oo <l et f: Z — 7Z

une fonction croissante. Si sup Z |an, — an—1| < 1, alors Uapplication linéaire
REN ok < jp)<b+1
St = Z Gf(k)—f(j) €jxCk, T S SP(H),
J,kEZ

est bornée sur Sp(H), 1 < p < 0.

Démonstration. D’aprés la proposition (3.1.1) et le corollaire (3.2.1), (an)nez est un multiplica-
teur de Fourier sur L%([0,1],S,(H)), 1 < p < oo, c’est-a-dire que l'application linéaire M :
L%([0,1], S,(H)) — L?([0,1], Sp(H)) définie par

M) =3 anfn)e? ™t € [0,1],
nez
est bornée.

Posons, pour ¢ € [0,1], Ze2mf tex € B(H). Les e; étant des projections mutuellement

kEZ
orthogonales et de somme égale a I, u; est unitaire. Définissons alors, pour x € S,(H) et t € [0,1],

hx(t) = u:l‘ut = Z 2im (f(k)—f(J ))GJI'Ek

7,kEZ
Soit © € Sp(H). Pour tout t € [0,1],]|hs(t)]|, = ||z||p car u; est unitaire. On en déduit que
2 _
Wallz2(0,1,5,(m) = I1#llp- R
On remarque de plus que pour tout n € Z, hy(n) = Z ejrey, de sorte que M(hy) = hgy.
fk)=f(G)=n
Ainsi,
1Sz(lp = [|Psal2(0,1,5, () = 1M (ha )l 22(0,11,5,(m1)) < 1M [ Rl 22(0,11,5, ) = 1M ][],
ce qui prouve que S est bornée sur S,(H). O
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Corollaire 3.3.1. Soit f : Z — Z une fonction croissante. Si x € Sp(H), 1 < p < oo et si

zs =Y (f(k) = f(4))ejer, s € R,

i<k
alors il existe une constante C), > 0 telle que
[zsllp < Cp(X +[sD)lzll,-

Démonstration. Considérons, pour s € R fixé, la suite a = (an)pez ot a, =0sin <0 et a, = nts
sin>0.0n a ||a||oc =1 et par I'inégalité des accroissements finis on a, pour n > 1,

. . |S|
1)8 — pis| < 20
0+ 1) = io] <
Ainsi, pour k > 0,
) ) 1 2k+1 _ 2k
S mrEonti<lsl Y <l = sl
2k <n<2k+1 2k <p<2k+1
En appliquant le théoréme précédent avec la suite T f‘ | on obtient alors le résultat. O
S

Enfin, en choisissant dans le théoréme (3.3.1) a,, = In(n) et f(k) = k, on obtient que 'application
définie pour x € D), par Tz = Z erxej € Sp(H) est bornée. T est appelée projection triangulaire.

k<j
On peut alors prolonger T' & S,(H), et pour = € S,(H), I'élément y = Tz obtenu vérifie :
erye; =0 pour k> j. (3.11)

Un élément y € S,(H) satisfaisant la propriété (3.11) est dit triangulaire supérieur.

L’application L : x € Sy,(H) + T(z*) € Sp(H) est continue comme composée d’applications
continues, et I’élément y = T'(z*) obtenu vérifie :

erye; =0 pour k < j. (3.12)

Un élément y € S,(H) satisfaisant la propriété (3.12) est dit triangulaire inférieur. En d’autres
termes, y est triangulaire inférieur lorsque y* est triangulaire supérieur.
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CHAPITRE 4

LFONCTIONS OPERATEURS-LIPSCHITZ SUR LES CLASSES DE
SCHATTEN

Ce dernier chapitre est consacré a la démonstration du résultat principal de 'article [12]. Dans
une premiére section, on établit divers résultats qui seront utilisés dans les sections suivantes. Dans
la deuxiéme section on construit, grace aux résultats établis dans le chapitre précédent, un multi-
plicateur de Schur sur S,(H) défini par les différences divisées d'une fonction lipschitzienne. Dans
une troisiéme partie, on étudie I’*—homomorphisme correspondant & une mesure spectrale jointe,
qui est une version continue de l'opérateur associé au multiplicateur de la deuxiéme section. Le
théoréeme (4.3.1) est le point central de la preuve du résultat principal de [12]. Sa démonstration
consiste en diverses étapes d’approximation.

4.1 Lemmes préliminaires

Lemme 4.1.1. [l existe une fonction g : R — C telle que pour tout n > 0,/ |s|"|g(s)] ds < oo, et
R

A
telle que, pour tous A,y > 0 tels que — < 2,
I

A o
- —/g(s))\”,u,_” ds.
H R

Démonstration. Montrons dans un premier temps que si f € S (classe de Schwartz sur R) on a,
pour n > 0, l'inégalité

—_

IF @@y < V2ULFPlz2@y + 1F 7l 2 wy- (4.1)

~

Puisque f’ (t) = —itf(t), on a par le théoréme de Plancherel,

. - 1/2
1 e = 17 o) = ( [ efo? dt)
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Ainsi, par I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

N N 1~
Il = [ 1FO1acs [ Gefo)a

t>1 [l

1/2 ) 1/2 1/2
(012 d | F)12 d

<2 </[_1’1] 7)) t) + </t|>1 - t) </|t>1 [tf(t)] t)

< V2(IF 2y + 1 22wy

n)

En remplacant f par f (") et en appliquant I'inégalité précédente, on obtient l'inégalité (4.1).

Considérons maintenant une fonction f de classe C* telle que f(t) = ef si t < In(2) et f(t) =0

—

si ¢t > In(2) + 1. Cette fonction est dans S. Posons g = f. Pour n > 0 et t € R on a f(M(t) =

=~

(i)™ f(t) = (it)"g(t). Par I'inégalité (4.1) on a alors
/R|S|”|9(S)| dt = |f ) azy < V201 2@y + 177 2wy < oe.

De plus, par le théoréme d’inversion, on a pour ¢ < In(2), e = / g(s)e™® ds. Ainsi, pour A,y > 0

R
A A
tels que — < 2, on a, en appliquant 1’égalité précédente a t = In (),
H M
A isin( 2 L
Z= / g(5)e* ™ (3) as = / g(s)A ™" ds,
H R R
ce qui est la relation cherchée. O

Lemme 4.1.2. Soit dv une mesure de Borel finie sur R? et ¢ : R — C une fonction intégrable sur
(R2, dv). Si (Gp)n est la famille des Gaussiennes dilatées, ie

—t2/2
Gn(t) = nG(nt) ou G(t) = eﬁ,t eR,n >0,
i

et st pp (A, ) = /RG,L(S)d)()\ — s, —s) ds, alors

iim [ 10— 6ul dv] = 0.
]R2

n—-+00

Démonstration. Soit € > 0 fixé. Par densité des fonctions continues & support compact sur R? dans
LY(R2,d|v|), il existe ¢ : R? — C continue & support compact telle que [|¢ — ol L1 w2,y < € Soit

¢n, la fonction définie par ¢, (A, p) = / Gn(s)p(A—s,;u—s) ds. On a :
R

/|¢>—¢n|d|v|s/ 16— ol d|u|+/ \so—sand\VH/ On — ul .
R2 R2 R2 R2
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Majorons la derniére intégrale du membre de droite. Compte-tenu du fait que G,, > 0 et que
/ Gn(s)ds=1,ona:
R

L1000 = on0uil i < [ ([ Gulololn = s 5) = 603 =g )] s ) vl

< [ ([ 1o =5 = 0r = s )l vl ) s

< /R ()l — Sl 2.y ds

<e.

Ainsi, / | — dn| dlv| < 2e +/ | — n| d|v|, de sorte qu’il suffit de démontrer le lemme pour .
R2 R2
Montrons qu’on a lir}rq o — nllec = 0, ce qui prouvera que lm_|[|p — @ul[L1 (@2 qp)) = 0 car d|v|
n— n ’

est finie. On a
polhit) = i) = [ Guls)ph = s =) ds = pln) [ Guls) ds= [ bu(0pos) ds
R R

ot YA ity 8) = Gp(s)(p(A — s, —s) — (A, p)). ¢ étant continue & support compact, elle est
uniformément continue donc il existe § > 0 tel que pour tout s € R tel que |s| < § et pour tous
AR, [pN—=s,u—3)— @A p)| < e Posons alors

In(A p) = Yn(As sy 8) ds et Jn(A p) = V(A 1, 8) ds.
|s|<é |s|>d

Pour estimer I,, on utilise I'uniforme continuité de ¢ :

alle < [ Gus) sup [o(h 5. = 5) = () ds < e [ Gus) ds =
|s|<8 ApER R
Pour J,,, on remarque que || J,||c0 < 2HcpHoo/ Gn(s) ds, et puisque lim Gn(s) ds =0,
||s|>6 n—=+00 Jig>5

il existe N € N tel que pour tout n > N, ||J,|lcc < €. Ainsi, pour n > N on a :
e = nlloo < Hnlloo + [ Tnlloo < 2,
ce qui achéve la démonstration. O

Enfin, en résolvant une équation différentielle linéaire d’ordre 1, on obtient le lemme suivant :

Lemme 4.1.3. Soient A, B € B(H) autoadjoints. Alors pour tout r € R,
. . 1 . .
eer - eer — 7,7"/ ezr(lft)A(A - B)ezrtB dt.
0
En particulier, || — ¢ B|| < |r||A — B]|.
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4.2 Multiplicateur de Schur des différences divisées

Soit (ex)rez € B(H) une suite de projections mutuellement orthogonales telle que ), ex
converge fortement vers Ir. Soit f : R — C une fonction lipschitzienne. Pour &, j € Z on pose

fk) = fG) .
= sik
Orj = k—j 7 J .
0 sik=j
On rappelle que ’ensemble D,, est défini par

D, ={x € Sp(H) | epxey, = 0 pour tous n, m sauf un nombre fini} .

Par la proposition (3.3.1), D, est dense dans S,(H) pour 1 < p < oo.

On considére I'opérateur 7' suivant, défini sur D, :

Tx = Z Prjerre;.

kjez

Théoréme 4.2.1. Si || f||Liyp, < oo, T est un opérateur borné sur Dy, 1 < p < 00, et se prolonge
donc en un opérateur borné sur Sp(H).

Démonstration. Quitte & diviser f par || f||Lip, et a remplacer f par f — f(0) (ce qui ne modifie pas
les ¢ j), on peut supposer que || f||Lip, < 1 et que f(0) = 0. De méme, en considérant séparément
les parties réelle et imaginaire de f qui sont lipschitziennes, on peut supposer que f est a valeurs
réelles.

Montrons qu’il existe une constante C, > 0 telle que, pour tout x € D, et pour tout y € D,

[tr(yTa)| < Cpllzllplyllg- (4.2)

En passant a la borne supérieure sur les y € Dy tels que ||y||,y < 1, on aura alors || Tz||, < Cpllz|p,
ce qui est le résultat souhaité.

Comme application du théoréme (3.3.1, on a vu que la projection triangulaire est bornée sur les
espaces Sy (H), 1 < o < 00. On peut donc supposer que z est triangulaire supérieur et y triangulaire
inférieur. Si z € B(H), notons zi; = erze;. On a alors xy; = 0si k > j et y; = 0 si k < j. Puisque

Y onezén =1Imona
Y= Zeny-

nel

Les ey, étant des projections on a x; = exx;. On obtient alors

yTz = ) Grjenyertio; = Y OkjUnkThj.

n€Z, k<j k<n, k<j

En appliquant la forme linéaire tr & cette somme finie on trouve

tr(yTz) = Y tr(frineta) = Y tr(rjaynk) = O tr(drjrgyin) = O tr(Gryinti;)-

k<n, k<j k<n, k<j k<j k<j
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En vue d’appliquer le corollaire (3.3.1), montrons que 'on peut supposer f(Z) C Z et f croissante.
Posons a;, = f(k) — f(k—1). On a, pour k < j,

k<m<j
On a alors
tr(Yjnn;)
rTe) = =5 S trlupeang) 3 am= S Y TR
k<j k<m<j meZ k<m<j ‘7
tr(YkTr; .
Posons b = 3 ke (yj_kkk]) Notons de plus b], et 0!, les parties réelle et imaginaire de by,.

Par hypotheése, |a,,| < 1, donc par I'inégalité

[tr(yTz)| < Z amby, Z amb’, | < Z lbr. | + Z b8 | = Z sgn(by,)by, + Z sgn(b,)bl,
meZ meZ meZ meZ meZ meZ
< ngn(b;l)bm + ngn(bin)bm ;
meZ meZ

il suffit démontrer (4.2) dans le cas ot a,, € {—1,0,1}. Dans ce cas f(Z) C Z d’aprés 1'égalité

FR) =) = F0) = Y am.

1<m<k

De plus, quitte a considérer la fonction la fonction g(t) = f(t) +t qui est croissante (car pour s < ¢

on a g(s) —g(t) = f(s) = f(1)) + (s = 1) < [f(s) = f(O[+ (s = 1) < [s —t[+ (s =) = 0) et

2—lipschitzienne, on peut supposer f croissante.

On suppose donc maintenant que f(Z) C Z, f est croissante et
0<f(k)—f(j) <2(k—j) pour j <k entiers.

D’apres le lemme (4.1.1), il existe une fonction g : R — C telle que pour tout n > 0,

/ [s|"lg(s)] ds < oo,
R

b5 = /R G($)(F() — FUR))*(G — k)~ ds. (4.3)

et pour k < j,

Posons, pour s € R,
mo= Y (G —k) Pagy et yo=Y k< j(f(4) = f(K)*ysn
k<j

On a
tr(yses) = > _(F(G) = F(R)S(F — k) “yjuan;,

k<j
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donc par la formule (4.3),

tr(yTz) = /Rg(s)tr(ysxs) ds.

Par le lemme (3.3.1), il existe C' > 0 tel que |tr(yszs)| < ||ysllqllzslly < C(+ [s])2||z]lp]ly]l4- Par la
formule précédente il vient alors

|tr(yTz) < C\Ifﬂllp!yllq/R(l +1s1)*[g(s)] ds < Cpllzlpllyllg,

ol Cp:C/IR(1+]5])2]g(S)| ds. O

Corollaire 4.2.1. Soit (f;); une autre famille de projections mutuellement orthogonales et de

somme égale a Ir. Si | f| Lip, < 00, alors Uapplication linéaire T définie sur Dy par
Tx = Z Ok jeLTE;
k,j€Z
est bornée sur Sp,1 < p < oo.

Démonstration. Notons, pour j € Z,

p; = <%7 2) e B(H @ H).

Alors les p; sont des projections mutuellement orthogonales et de somme égale & I'yqp. Soit Ty
l'opérateur définie sur S,(H ® H) par

Tyx = Z Pk, jPRTD; -
k,jEZ
Par le théoréme précédent, Ty est borné.

Pour z € S,(H) on note J(z) = (8 g) € S,(H® H) et pour M = (Z Z

be Sy(H). Alors J et K sont continues et pour € S,(H) on a

P (2)p; — <8 ekgfj) '

) €S, (HoH),K(M) =

Ainsi, IN“ = K oTyoJ donc 27’ est borné. O

4.3 Le théoréme principal

4.3.1 Opérateur intégrale double des différences divisées

Soit H un espace de Hilbert. Notons B la tribu des boréliens de R?. On considére E et F' des
mesures spectrales définies respectivement sur les boréliens de deux compacts K7 et Ko, a valeurs
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dans B(H). Soit S la mesure spectrale jointe associée. On étend S en une mesure spectrale G définie
sur B en posant

G(A) = S(AN (K1 x K»)),A € B.

Soit 7 I'*—homomorphisme associé & G, défini sur Boo(R?). Si ¢ € Boo(R?), on notera Ty = 7(¢).
Ainsi, Ty € B(S2(H)) et on a, pour z,y € So(H),

(' Tola)) = [ 6dG,
R2
ot G,y est la mesure complexe de variation totale finie définie pour A € B par

Gry(A) =(G(A)z,y)ns.

On dit que T} est borné sur S,,(H) lorsque Ty est borné de So(H) NS, (H) muni de ||.||, dans S,(H),
1 < p < co. Dans ce cas, on peut par densité prolonger Ty, & S,(H). Dans cette sous-section, on va
montrer que pour une certaine classe de fonctions ¢ boréliennes bornées sur R?, 'opérateur Ty est
borné sur S,(H), 1 < p < oo.

En vue d’effectuer une distinction de cas dans la démonstration du résultat principal, on va définir
la projection diagonale par rapport & G. Notons A = 1_,y € Boo(R?). Alors T := 7(A) définit
une projection sur So(H). Un élément x € Sy(H) est dit diagonal (par rapport & G) si € Im(T)
et non-diagonal si x € ker (7).

Proposition 4.3.1. T est borné de Sa(H) N Sp(H) dans Sp(H), 1 < p < +o0.

k kE+1 k k+1
Démonstration. Notons, pourn € Net k € Z, e = E <[2n, 2% D et fup =F ([2”, 2% D

Soit @ € Sy(H) N S2(H). Puisque 2y €n, = 32, fnj = In, on a
T= ) et fug,
kjeZ

et cette somme ne comporte qu'un nombre fini de termes non nuls puisque e, = fr; = 0 pour ||
et |j] assez grands.
Soient, pour ¢t € R, Uy (t) et V,,(t) les éléments de B(H) définis par

T,(t) = Z eiktenk: et V, = Z e_ijtfnk-

keZ JEL

Pour tout t € R, T),(t) et V,,(t) sont unitaires donc || T, (t)z V5 ()|, = ||z|/p. Or,

T (t)zV,(t) = Z ei(k_j)tenkxenj7

k,jEL

27 dt

de sorte que / To(t)xV,(t) — = Z enkT fnk- On en déduit que
0 2

keZ
21 dt
> cuthue| < [ ITOIVOl 5 = ol (4.4)
keZ 0 T

p

93



1 1
NotonsEnk:[k kAt [x[k kAt

27, on 2n,Qﬂ|:et Eﬂ:UkeZEnk' On a

> ekt fuk = Y G(Enr)r = G(Ep)w.

kEZ keZ

On remarque que 1g, — A simplement. Ainsi, par convergence dominée, on obtient que pour tout
IS Sq(H) N SQ(H),

tr(yG(Ep)z) = / 1g,dGy - — AdG, = tr(yT(z)).
R2 R2
Or, par la proposition (1.3.1) et I'inégalité (4.4) on a |tr(yG(Ey)z)| < |lyllq|G(En)x|lp < llyllqllz]lp-
En passant a la limite lorsque n tend vers 400 on obtient donc [tr(yT'(x))| < |lyllql|z]|p- En prenant
la borne supérieure sur les y € Sy(H) N So(H) tels que ||y|l; < 1, on obtient, par la proposition
(1.3.2),
1T (@)llp < llz]lp,

de sorte que T' est contractante sur S,(H) N Sa(H). O

Théoréme 4.3.1. Si ||f||Lip, < 1, alors Uopérateur Ty, est borné sur Sp(H), 1 <p < 00, ot

f)—Fw)
e T
b ={ A FH
0 SEA=p
Démonstration. - On commence par remarquer si z € So(H) N S,(H) est diagonal alors

T¢f(£L') = W(qﬁf)ﬂ(]l{)\:u}).% = ﬂ((l)f]l{)\zu})x = 0.

Ainsi, Ty, (7) est nul pour = diagonal. Par la proposition (4.3.1), la projection diagonale est bornée
sur Sy(H) et il suffit donc de prouver le théoréme lorsque = est non-diagonal.

- Commencons par démontrer le résultat dans le cas ot f est & support compact. Soit (Gy), la
famille des Gaussiennes dilatées. Posons f, = G, * f. Pour A # p on a

Gf, (A, ) = ‘}W /R Gn(s)fg : z; : {,LEM_S)S) ds = /IRGn(s)(j)f(/\ — s, pu—s) ds.

Ainsi, par le lemme (4.1.2), on a pour tous z,y € Sa(H),

n——+o00

tim [ 165, = o7l dGuay| =0
R2
Pour tous x,y € Sa(H), il vient alors

— 0.
n—-+o00

|tr<y*T¢f>—tr<y*T¢fn>r=\ [ 67 dGey— [ o4, a6,
R2 R2
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Montrons alors que les Ty, sont uniformément bornés, ce qui prouvera que Ty, est borné. En effet,
si | Ty, | < M pour tout € N on a, pour x € S,(H) N .S,(H) tel que ||z, <1,
1Ty, @)y = sup |tr(y" Ty (@) = sup  lim_|tr(y°Ty, (@)] < Mz, < M,
lyllg<1 lyllg<1 —_—
<lyllall Ty, (@)p

ce qui prouve que Ty, est borné.

Puisque G,, € S et f est a support compact, on a f, € S. Ainsi, ﬁ € S et on pose alors, pour
m>0etn>1,

Cnm = / |smﬁ(s)| ds < oc.
R

Soit n € N. f/ € § donc par la formule d’inversion on a, pour \ # p,

1
650 p) = TN Inli0) / A= on e = [ ( [ Fatspeista-onsan ds) at
/f/ </ s((L=t)A+tp) dt) ds

par le théoréme de Fubini. Ainsi, pour tous A, € R, ¢y, (A, 1) = hi(A, p) — ha(A, 1), ot

—_ 1 . . — 1 .
1A p) = /Rf;b(s) </0 eisI=tAgist dt> ds et ha(Ap) = /Rf;b(s) (/0 e”t’\]l{/\zu} dt> ds.

Notons 71, et 7o les *—homomorphismes associés aux mesures spectrales E, F'. Considérons, pour
seRette|0,1] les fonctions us ¢ et vs, définies par

g (N) = BTN et 0, () = e

Notons de plus A = AdE(N) et B= / p dF(p). On a alors
K1 K2

eis(I=)A _ us t(A) = m1(usy) et estB — Vst (B) = ma(vsyt)-

Soit x € Sa(h) N Sp(H) non-diagonal fixé. Par continuité et linéarité de 7 on a

Ty, (2) = / (s ( / (g 10.1) (2 )dt) ds = / (s ( / (a2 (0) dt) ds
/ Fils ( / SN A geistB dt> ds.

r étant non-diagonal, on a (I ,1)z = (L= yy)™ (]1 c) x = 0 et on en déduit que Tp,(x) =

0. Ainsi,

{A=p}

Ty, (x) = Thy (x) — Thy (@ /f’ (/ sU=N)AgeistB dt) ds. (4.5)

Soit m € N*. Posons, pour j, k € Z,

ej:E<[‘7 ‘7+1>HK1> et fk:F<[k,k+1>mK2>
m m m m
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Il existe N € N* tel que K7 C [ et Ko C [ o I = [-N, N[. On définit alors les mesures spectrales
E,, et F}, en posant, pour A un borélien de I,

En(A)= Y ¢ et Fu(A)= Y fi

JEZ keZ
j/meA k/meA

Soit T}, 4, 'opérateur intégrale double associé a la fonction ¢y, et aux mesures spectrales E,, et Fy,.
On vérifie que T}, () s’écrit

Tn,m(x) = Z ¢fn <TZ1, :L> ejrey = Z mfn(j/m) — mfn(k/m) €;Tef,

| —k
k€L Jk€EZ J

c’est-a-dire que Tj,,, est l'opérateur définie dans la section 2, associé a la fonction fy, ,(t) =
mfn(t/m). f étant 1—lipschitzienne, on a, pour tous A, u € R,

100 = £ < [ GuloF A=) = flu=5)] ds < [ Gulo)l(h =) = (= )] ds < A=,
R R
de sorte que f, est 1—lipschitzienne. Ainsi,

||fn,mHLip1 = ”fn||Lip1 <L

Par le théoréme (4.2.1) , la famille d’opérateurs (7}, i )n,m est alors uniformément bornée sur Sy, (H).

Définissons, pour m > 1, A,, = /)\ dEn,(N) et By, = /u dFn(w).
I I

i 1
Notons, pour j € Z, I; = [], H) Alors (Ij)gn:]\imN est une — —partition de A — A sur [ et
m m m

1
(; N Kl)g":]\imN est une Efpartition de A — X sur Ki. Lorsque I; N K1 = @, on remarque que
E,.(I;) = 0. Soient ji,...,jn les entiers tels que I;, N K; # @. On considére alors z1,...,z, des
points de I, N K;. Puisque pour tout i =1,...,n, E,(I;) = E(I; N K1), on en déduit que

n n

i=1 i=1
Par la proposition (2.2) et par I'inégalité triangulaire on obtient alors
n

A— szE(Ih N Kl)
=1

n

HA_Am” < +

i=1

2
On trouve de méme ||B — Bp,|| < —.

m
On remarque que

ezs(l—t)Al,ezstB o ezs(l—t)Amxezsth _ ezs(l—t)Ax(ezstB o ezsth) + (ezs(l—t)A . ezs(l—t)Am)xezsth.
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Ainsi, par le lemme (4.1.3) on obtient, pour tous s € R et ¢ € [0, 1],

zs(l—t)A:L,ezstB o ezs(l—t)Am

xeisth Hp

e
e A e He““*t“uumupuem — efstln|

SMMWMB—EN+W%$WB—BM< HH

x étant non diagonal par rapport aux mesures spectrales E,, et F,,,, on a d’aprés 1’égalité (4.5)

1
T¢n($) o Tn,m(l‘) _ / f,,/l(S) </ (eis(l—t)Al,eistB . eis(l—t)Amxeisth) dt> ds.
R 0

On en déduit que

402
1T, () = Tom(@)llp < IMM/bh —=allp,

puisque E(s) = sf(s). Ainsi, Ty, (x) — Trnm(2)|lp e 0, et la famille (7}, )n,m €tant unifor-

mément bornée, on déduit que (T, ), est également uniformément bornée. Ceci prouve que Ty est
borné, ce qui achéve la démonstration dans le cas ou f est a support compact.

Soit f : R — C lipschitzienne. En tronquant la fonction f sur [—n,n] puis en prolongeant la
fonction obtenue par des fonctions affines bien choisies, on peut trouver une suite (f,, ), de fonctions
2—lipschitziennes & support compact telle que f, — f simplement sur R. Dans ce cas, ¢7, — ¢f
simplement et alors, par convergence dominée

(0 Tog, @) = [ 61, 4Gy = [ 07 Ay = (57T, (o))
Les T, étant uniformément bornés, on en déduit que T est borné, d’ou le théoréme. O

4.3.2 Démonstration du théoréme

On va maintenant démontrer le théoréme principal dont on rappelle I’énoncé.

Théoréme 4.3.2. Soit 1 < p < oo. Il existe une constante c, > 0 telle que pour toute fonction
[+ R = C lipschitzienne telle que || f||Lip, <1 et pour tous a,b € Sy(H) autoadjoints,

1f(a) = fO)llp < cplla =Bl

Sia € B(H) est autoadjoint, on notera E* sa mesure spectrale, donnée par le théoréme (2.1.2).
Si By et By sont deux mesures spectrales et ¢ € Boo(R?) on notera T, f 1E2 popérateur défini dans la
sous-section précédente, associé & F, Fs et ¢. Lorsque 1 < p < oo et f: R — C est lipschitzienne,

T ff P2 définit un opérateur borné de Sp(H) dans lui-méme. On notera TEl’EQ( iy cet opérateur.

Lemme 4.3.1. Soient a,b € B(H) autoadjoints. Alors pour tout x € So(H),

T (az — ab) = f(a)z — 2f(b)
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a b
Démonstration. Notons T = TZ"F" et posons, pour n € N, ¢ = 1;_,, n(a) et €& = 1;_,, ,1(b).
d)f n [ 5 ] n [ s }
Montrons qu’on a la formule

b _etxbel) = f(a)elaed — el f(b)el. (4.6)

T (aelze,

Définissons

X1(A, 1) = ﬂ[—mn]()‘)v x2(A, 1) = ]1[—n,n] (1)
et

1A p) = Axa (A ), pa(A, i) = pxa(X, ).

Posons enfin ¥1 = @1x2, Y2 = wax1, fi(A, 1) = f(N) et fa(A, u) = f(p). On remarque qu’on a
¢r(Y1 —h2) = fixixze — xifexe.

Pour g € Boo(R?), T, = m(g) donc par propriété de morphisme de 7 on trouve

T¢f (Twl - Twz) = Tf1X1TX2 - TXleQXQ'

Or,
Ty, (z) = n(¢1)z = w(p1)m(x2)x = (A = N1 (L ) 2m2 (L[ 0)) = aelzel,

et de méme, Ty, () = elabel,.
Par des calculs similaires on trouve

TraTxa(7) = fla)efaer, ot Ty, Ty, () = efaf(be.

D’ou la formule (4.6).
Or, en choisissant n assez grand on a e? = e? = Id, ce qui donne 'égalité souhaitée. O

Démontrons maintenant le théoréme (4.3.2).

Démonstration. Soient a,b € S,(H) autoadjoints. Notons T = Tgﬁm‘ Soit (p;); C B(H) une
suite généralisée de projections de rang fini qui converge fortement vers Ir7. Pour tout i, p; € Sa(H)
donc par le lemme (4.3.1),

T(ap; — pib) = f(a)pi — pi f(b). (4.7)

Comme dans la démonstration de la proposition (3.3.1), on montre que ap; — a et p;b — b dans
Sp(H). Ainsi, ap; — pib — a — b, et T étant borné de Sy,(H) dans lui-méme, on en déduit que

T(ap; — pib) Iy T(a—b).

Montrons que f(a)p; — pif(b) — f(a) — f(b) faiblement. Soit y € Sy(H) de rang fini. y étant
combinaison linéaire d’opérateurs de rang 1, on peut supposer que y est lui-méme de rang 1. Alors
il existe h,k € H telsque y=h® k et on a

tr(f(a)piy) = tr(h @ f(a)pi(k)) = (f(a)pi(k), h) = (f(a)(k), h) = tr(f(a)y)

car f(a)p; converge fortement vers f(a). De méme, tr(p;f(b)y) — tr(f(b)y), de sorte que

tr((f(a)pi — pif(0))y) —= tr((f(a) — £(b))y). (4.8)
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Par I’égalité (4.7) et le théoréme (4.3.1), il existe une constante ¢, > 0 telle que

1f(@)pi = pif (O)llp = 1T (api — pib)llp < cpllapi — pidlly < cp(llallp + [10]]p)-

On en déduit alors, par densité des opérateurs de rang fini dans Sy(H), que la limite (4.8) est valable
pour tout y € Sy(H), c’est-a-dire que f(a)p; — pif(b) — f(a) — f(b) faiblement.
Mais alors, pour tout y € Sq(H),

[tr((f (a)pi — pif (0)y)| < 1 (@)pi — pif O)llpllylly < cpllapi — piblpllyllg,

et en passant & la limite sur ¢ on obtient

[tr((f(a) = F(0)y)| < cplla = bllpllyllg-

En prenant la borne supérieure sur les y € S;(H) tels que |y/l; < 1 on obtient alors, par la
proposition (1.3.2),
1f(a) = f(B)lp < cplla —blp.
O

Si f: R — C est lipschitzienne, on peut normaliser f de sorte & avoir || f||Lip, < 1. On obtient alors
le théoréme suivant :

Théoréme 4.3.3. Soit 1 < p < oo. Il existe une constante ¢, > 0 telle que pour toute fonction
f R — C lipschitzienne et pour tous a,b € Sp(H) autoadjoints,

1f (@) = FO)lp < cpll Fll i, [la = bl

Remarque : Le théoréme (4.3.2) reste vrai si 'on suppose seulement que a et b sont deux opérateurs
autoadjoints (non nécessairement bornés) tels que a —b € S,(H). Dans le cas ol a et b sont bornés,
il s’agit de construire une suite généralisée (p;); de projections qui converge fortement vers Iy et
telle que |lap; — pib||, < 1. On démontre alors que ap; — p;b — a — b faiblement et on obtient le
résultat en raisonnant comme dans la démonstration du théoréme (4.3.2).

4.4 Contre-exemple dans le cas p=1
Dans cette section, on construit un contre-exemple au théoréme (4.3.2) dans le cas ou p = 1.

Lemme 4.4.1. Sin > 1, il existe Ai,..., A\, > 0 tels que la matrice [A;;] € My(C) donnée par

_ AT A

Ay =
J )\z“"/\j

vérifie ||All1 > Knlnn, ou K > 0 est une constante indépendante de n.

mt —mJ
Démonstration. Soit Ay, la matrice définie par (A,);; = ——,1<4,7<n.Ona
m! +mJ
1 sit >
li - S Di—i
o (Amlis = By =4 0 o=
-1 sii <y
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Ainsi lirJrrl |Am |l = || B|li- Montrons qu’il existe une constante K; > 0 telle que
m—r—+00

HBHl Z Klnlnn,

ce qui prouvera le résultat.
gin(2k—1)/n

a 1
Posons, pour 1 < k < n, ap = — On vérifie que est une valeur propre de B et

ag —
que (1,a1,...,07" ") en est un vecteur propre. B étant normale, on a o(|B|) = {|a1],...,|ax|}. En
ap+1 1 m(2k — 1) ,
remarquant que = —cot [ ————= | on obtient alors
ap —1 1 2n

n n
1Bl =) lowl =)
k=1 k=1

()

Or, sur ]0,7/4], cot(z) > donc pour tout 1 < k < E (%) (o E désigne la fonction partie

1
2z
>

2k —1 2
entiére), cot m(2k—1) n . Ainsi,
2n 2r(2k — 1)
IB|h > E%4) 2n B nE%4) 1 S nln(E(n/4)) nlan
PS4 a2k -1) 2w = k-1/27 2 or
ce qui achéve la démonstration. O

Dans la suite, K désignera la constante obtenue au lemme précédent.

Lemme 4.4.2. Sin > 1, il existe A, B € Ma,(C) hermitiennes telles que

[A, B] # 0 et [[[|A], B][ls = K'Inn|[[A, B]|.

. . . 1
Démonstration. Soit C' la matrice donnée Cj; = ———— ot les A, sont ceux donnés dans le lemme

i + )\j
précédent. Alors la matrice [(A; + Aj)Cy;] a pour valeurs propres 0 et n qui sont de multiplicités
n—1et 1. Il en est de méme pour |[(A\; + A;)C; ;]| car [(A; + A;)C; ;] est normale. Ainsi,
1(Ai + A;)Cijll = n. (4.9)

Par le lemme précédent,
H()\Z - )\j)ci,jHl Z Knlnn. (410)

Définissons D = diag(Ag, 1 < k < n). Les égalités (4.9) et (4.10) s’écrivant alors

|DC + CDJ1 =net|DC—-CD|; > Knlan.

D 0 0 C
OnposeA—(O _D>etB—(C 0>.Ona

0 DC +CD
14, B] = <(DC+ CD) 0 )

60



et puisque |A| = <€ g) on trouve de méme

0 DC —-CD

Ainsi, ||[4,B]|i = 2||DC + CD||1 = 2n et ||[|A],B]|1 = 2||DC — CD|; > 2Knlnn, d’ou le
résultat. O

Théoréme 4.4.1. Sin > 1, il existe A,C € Ma,(C) hermitiennes telles que A # C' et
1
1Al = 1€l = K nl|A = C]s.

Démonstration. Soient A et B les matrices obtenues au lemme précédent. Pour ¢ € R on pose
C =e“BAe B On a

C—A=¢BAe™™B _ A =ie[B, Al + B Ae™B — (A + i€[B, A)]).

Définissons f(t) = eBAe~#B. Alors f est de classe C* sur R, f(0) = A et f/(0) = i[B, A]. Par
I'inégalité de Taylor-Young, on a alors f(t) — A —it[B, A] = O(¢?) lorsque ¢t — 0. On en déduit que

IC = Al = |lie[B, A] + O(e) |11 < 2lell[[B, A]|lx

pour € assez petit.
Puisque |C| = €*P|Ale~%P on trouve comme précédemment que

. €
IICl = Al = llie[B, |A] + O()] > 1<

3 (B, [Allll1

pour € assez petit. Par le lemme (4.4.2) on obtient finalement

g

1
Nel=1Allh =z 5 Kn|[B, Allh 2 ; Klnn[A - Cl.

O

Remarques : - On peut démontrer qu’il existe une constante Ky > 0 telle que pour toutes matrices
A, B € M,,(C) hermitiennes,

1Al = IClllh < Kilnn[|A = C;.

- Le théoréme (4.3.2) est également faux si p = oo, c’est-a-dire lorsqu’on remplace S,(H) par B(H).
Un contre-exemple est construit dans [10].
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